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PRÉFACE. 



Les Traités sur les fonctions elliptiques imprimés en France 
sont des Traités complets destinés spécialement aux mathé- 
maticiens : la plupart d'entre eux prennent comme point de 
départ les théorèmes généraux de la théorie des fonctions ; 
dans tous, l'étude des fonctions elliptiques est envisagée au 
point de vue le plus général et poussée le plus loin possible 
(multiplication, division, transformation, équations modu- 
laires, multiplication complexe). 

Nous nous sommes proposé de faire un Traité des Fonc- 
tions elliptiques, d'un caractère élémentaire, en un seul 
Volume, contenant les principes essentiels de la Théorie 
et montrant, par des applications simples, combien ces fonc- 
tions sont utiles pour la résolution de certaines questions de 
Géométrie, de Mécanique et de Physique mathématique. 

La Théorie des fonctions elliptiques est comme une Trigo- 
nométrie d'un ordre plus élevé ; nous nous sommes limités 
dans notre exposé aux principes fondamentaux ; ces principes 
étant bien compris, les parties plus profondes de la Théorie 
deviennent facilement accessibles. 

Pour réduire au minimum les emprunts à la Théorie des 
fonctions, nous prenons comme point de départ la notion du 
développement d'une fonction uniforme par la formule de 
Taylor; nous ne nous servons pas de la théorie de Cauchy 
sur les intégrales prises entre des limites imaginaires. Nous 
donnons, dans une courte introduction, la définition des 
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quelques termes tirés de la Théorie des fonctions, qui sont 
employés dans l'Ouvrage. 

La Théorie des fonctions rationnelles et des fonctions tri- 
gonométriques est d'abord exposée par les méthodes mêmes 
qui sont employées ensuite pour les fonctions elliptiques. Le 
lecteur voit ainsi, sur des fonctions simples avec lesquelles il 
est familiarisé, l'enchaînement des raisonnements et des 
théorèmes qu'il rencontrera ensuite pour les fonctions ellip- 
tiques. 

Les formules principales de la Théorie des fonctions ration- 
nelles d'une variable x se réduisent à deux formules types : 
une première formule mettant en évidence les valeurs de x, 
qui rendent la fonction rationnelle /(a;) nulle ou infinie 



f{x)^k 



{x — bi){x — b^). . .{x — b,,)' 



puis une deuxième formule, dite de décomposition en élé- 
ments simples, mettant en évidence les points où la fonction 
devient infinie, et la façon dont elle y devient infinie 



f{x) = Co 4- C,^ -h C2^^H-. . . H- C,nX 



m 



A B L 



H h 



X — a X — b X — l^ 

l'élément simple est la dérivée de Log(x — a). 

Les formules principales de la Théorie des fonctions trigo- 
nométriques peuvent, de même, se ramener à deux types 
analogues : une première formule mettant en évidence les 
points où la fonction devient nulle ou infinie 

/•/ ^x _ A ^mxi ^^"(-^ ~ a^)s\n{x — a^). . .sin {x — a,,) 

/ [X ) J\. t; —. Z -. ; ;; ; ■ ) 

sin(^ — bi) sin{x — bij- --Sin{x — bp) 

et une deuxième formule, appelée /o/v/zwZe de décomposition 
en éléments simples, mettant en évidence la façon dont la 
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fonction devient infinie 

/•(^) =: Co 4- Ci^î^'-^- Gje^^^-+- . . . 4- C,„e--'«^' 

-h A cot(^ — a)-hB col(j7 — 6) -h. . .-f- Lcot(^ — /). 
On peut remarquer encore que l'élément simple 

cot(^ — a) 

est la dérivée de 

Logsin {a- — a). 

De même, dans la Théorie des fonctions elliptiques, il 
existe deux formules fondamentales : i^ une formule de 
décomposition en facteurs 

mettant en évidence les points a,, a.,, . . ., ««, où la fonction 
s'annule, et les points b^^ b.j,^ , , ,^ b^ oix elle devient infinie ; 
2° une formule de décomposition en éléments simples, due à 
M. Hermite 

où l'élément simple 7j{x -- a) est égal à 

dho^\{{x — a) 
dx 

La plupart des calculs sur les fonctions elliptiques sont 
fondés sur l'emploi de l'une ou de l'autre de ces deux for- 
mules : ces calculs se ramènent donc à des règles simples dont 
il est fait de nombreuses applications. 

La Théorie des fonctions elliptiques se complique de la 
question des notations qui varient d'un Traité à l'autre. Tout 
d'abord, nous nous sommes interdit rigoureusement d'em- 
ployer aucune notation nouvelle. Nous avons exposé simul- 
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tanément deux systèmes de notations qui doivent subsister 
définitivement : celui de Jacobi, constamment suivi par 
M. Hermite, dans toutes ses recherches, et celui de M. Weier- 
strass. Le passage de l'un de ces systèmes à l'autre est aisé : 
néanmoins, il importe de les conserver tous les deux; car, 
suivant les cas, les applications sont plus faciles dans l'un 
des systèmes que dans l'autre. En outre, après avoir lu un 
Traité élémentaire, le lecteur doit connaître les deux systèmes, 
afin de pouvoir lire ensuite les Livres ou les Mémoires écrits 
dans chacun d'eux. 

Pour préparer les applications, nous avons étudié avec soin 
les cas particuliers où les valeurs des fonctions elliptiques 
sont réelles, les seuls qui puissent se présenter en Mécanique 
et en Physique. 

Chaque Théorie est suivie immédiatement de quelques 
applications ; ainsi l'étude de la fonction p de M. Weierstrass, 
quand l'une des périodes est réelle et l'autre purement ima- 
ginaire, est suivie d'applications à la cubique plane, à la 
lemniscate, au pendule sphérique, au mouvement d'un corps 
pesant de révolution suspendu par un point de son axe ; 
l'étude des fonctions de Jacobi, pour le cas où le module est 
réel et plus petit que un, est suivie d'applications à la biqua- 
dratique gauche, à la surface des ondes, au pendule simple, à 
l'élastique plane, à la corde à sauter, aux mouvements à la 
Poinsot ; l'étude de la fonction p, dans le cas de deux périodes 
imaginaires conjuguées, est suivie de l'application au mou- 
vement d'un projectile dans un milieu dont la résistance e§t 
proportionnelle au cube de la vitesse. Viennent ensuite 
quelques applications au problème de Lamé et au problème 
de l'élastique plane sous pression normale constante, dont les 
intégrales, découvertes par M. Maurice Lévy, ont été conver- 
ties en formules elliptiques par Halphen. 

L'Ouvrage se termine par la Théorie des fonctions que 



PRÉFACE. IX 

M. Hermite a dupipelées fonctions doublement périodiques de 
deuxième ou de troisième espèce, avec applications à l'équa- 
tion de Lamé et aux équations de M. Picard, et par quelques 
notions élémentaires sur les fonctions modulaires qui four- 
nissent l'exemple le plus simple des fonctions fuchsiennes et 
kleinéennes de M. Poincaré. Comme pour les fonctions 
elliptiques, nous donnons pour les fonctions doublement 
périodiques de deuxième espèce deux formes essentielles : 
décomposition en facteurs et décomposition en éléments 
simples, d'après M. Hermite; puis nous indiquons, pour 
les fonctions de troisième espèce, deux formes analogues, en 
employant l'élément simple introduit par M. Appell. 

Les principales formules sont résumées dans un Tableau 
placé à la fin du Volume. Sauf dans l'exposé de la transfor- 
mation de Landen, nous n'avons pas donné de Tables numé- 
riques, car, dans la plupart des cas, les séries définissant les 
fonctions à calculer sont si rapidement convergentes, que les 
premiers termes suffisent dans les applications. On trouvera 
des exemples de calculs numériques à la fin du Calcul inté- 
gral de M. J. Bertrand et dans les Tables de Holiel. 

Nous espérons qu'après avoir étudié cet Ouvrage, le lecteur 
pourra se servir des fonctions elliptiques comme des fonctions 
trigonomé triques. Nous avons choisi des applications aussi 
variées que possible : on en trouvera d'autres, d'une grande 
élégance, dans le Traité de M. Greenliill. Quant aux dévelop- 
pements théoriques, nous pensons avoir mis le lecteur à 
même de lire les grands Traités de Briot et Bouquet, d'Hal- 
phen, de MM. Tannery et Molk, et de se servir utilement des 
feuilles de M. Schwarz. 

Paris, 27 septembre 1896. 
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CHAPITRE I. 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 



I. — Généralités sur les fonctions uniformes. 

1 . Fonction régulière en un point. Zéros. — Une fonction d'une 
variable imaginaire u^= x -hyi est dite uniforme pour toutes les 
valeurs de u quand elle n'a qu'une valeur pour chaque valeur de u : 

par exemple -> cosm, i^ngu sont des fonctions uniformes. On 

dit aussi, en représentant la variable u = x +j^t par le point d'un 
plan de coordonnées x et y, que la fonction est uniforme dans 
tout le plan • Nous ne nous occuperons que de fonctions de cette 
nature. Une fonction uniforme /(w) est régulière en un point a 
quand on peut, dans un cercle ayant ce point comme centre, la 
développer par la formule de Taylor en une série procédant sui- 
vant les puissances positives croissantes de w — a 

(,) /(M) = /(a)H-!^ — ; /'(a)H-...H-L— ^/(«)(a) + .... 

Zéros. — Une fonction y(w) régulière au point u-= a admet ce 
point comme zéro quand f{a) est nul : si f'{cL) n'est pas nul le 
zéro est simple. Si un certain nombre de dérivées /'(a), f"{a)j . . . 
sont nulles, f^"^{ci) étant la première dérivée non nulle, le zéro 
u = a est d'ordre n : on peut alors écrire le développement ci- 

A. ET L. i 
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dessus 

(2) Au) = {u-aYg(u\ 

où le facteur g{u) est une série entière en (w — à) ne s'annulant 
pas pour u = a, 

2. Points singuliers. Pôles. Résidus. Points singuliers essen- 
tiels. — Lorsqu'une fonction uniforme f{u) n'est pas régulière 
en un point déterminé a, on dit que ce point est un f oint singulier. 
C'est un point singulier isolé quand on peut décrire de a comme 
centre un cercle assez petit pour que la fonction n'ait pas d'autre 
point singulier dans ce cercle. 

Pôles. — Un point singulier a est un pôle quand il est isolé et 
quand la fonction devient infinie en ce point à la façon d'une 
fraction rationnelle. Pour préciser, le point a est un pôle, quand 
la fonction /(w) devient infinie en ce point et qu'il existe une 
fraction rationnelle 

<p(M) = 



u — a {u — a)* {u — a)'^ 

telle que la différence 

soit régulière au point a; les lettres A, A|, . . . , Aa_4 désignant 
des constantes. La fraction rationnelle ç(w) s'appelle la partie 
principale àe la fonction /(w) relative au pôle a; le coefficient A 

de est le résidu relatif à ce pôle : l'entier a est l'ordre ou 

u — a ^ 

degré du pôle. On a alors, dans un certain cercle de centre a, 

g{u) étant une fonction régulière au point a : on en conclut, en 
réduisant le second membre au même dénominateur {u — a)°^, 

(j{u) étant une fonction régulière au point a, différente de zéro 
pour u=^a. 



• • 






• • • • 
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Nous dirons aussi que le point a esl un infini d'ordre a de la 
fonction. 

Points singuliers essentiels, — Quand un point singulier n'est 
pas isolé ou qu'étant isolé il n'est pas un pôle, on dit qu'il est un 
point singulier essentiel. Nous ne nous occupons dans la suite 
que de fonctions dont les seuls points singuliers à distance finie 
sont des pôles. 

3. Remarque sur les zéros et les pôles. — Si le point a est un 
zéro d'ordre n de la fonction /(w), il est un pôle simple de ré- 
sidu n dans la dérivée logarithmique y^ — l ^^ effet, on a alors, 
dans le voisinage de u = a, 

f(u) = {U'-a)'^g{u\ 
puis en prenant les logarithmes et les dérivées 

fin) n f^'iu) 

/(w) " u — a g{u)' 

comme g{u) n'est pas nul pour u = a, le rapport est une 

fonction régulière au point a; donc ce point est un pôle simple de 
résidu n de ^ » De même, si le point m = a est un pôle d'ordre a 

dey*(w),ilest unpôle simple de résidu — a de ^ — • On a en effet, 
dans cette hypothèse, au voisinage de a, 

d'où 

/(u) u — a G(w) * 

comme G(u) ne s'annule pas pour u = a, -çt: — : est une fonction 
régulière en a et le théorème est démontré. 

i. Point à rinûni. — Pour étudier une fonction f{u) de u 
quand u devient très grand, on fait u= —, et l'on suppose u' très 
petit. La fonction /{u) est dite régulière au point u = zo 
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quand/( — , ] est régulière au point w'= o : on a alors, pour des 
valeurs très petites de w', 

et par suite, pour des valeurs très grandes de m, 

f(u)=ao'\-ai — haïf— j -i- 

Lorsque la fonction est ainsi régulière au point oo, le point oo 
est un zéro d'ordre n quand ao, a^ • • • > ^«-i sont nuls, an étant 
différent de zéro. La fonction s'annule alors à l'infini comme 

Le point infini est un pôle ou un point singulier essentiel pour 
f{u) quand le point u'^o est un pôle ou un point essentiel pour 

/(— )• Supposons que ce soit un pôle : alors, par définition, on a 

pour de petites valeurs de u' 

/( — ) = ~7-H -in-.. -H 7^ -h ao-h aiu' -^ aiu'^ -^. . ., 

•^ \u / u M* M'a " ' * 

c'est-à-dire, pour de grandes valeurs de u, 

/(m)= Am-h AiM^-i-.. .-4- Aa-iM*-4- ao-4- «1 — \-ai(—] H-. . .. 

La partie 

ç(w)=Am-4-Aiw'4-...-I- Aa-iM°^, 

qui devient infinie au pôle w = oo, est la partie principale relative à 
ce pôle, a est l'ordre du pôle. 

5. Remarque sur la convergence des séries. — Nous pouvons 
maintenant préciser un point important dans ce qui précède. Nous 
avons dit que la fonction /(w) uniforme dans tout le plan est ré- 
gulière en a quand elle est développable par la formule de Taylor 
dans un cercle de centre a : cette série sera convergente dans le 
cercle ayant pour centre a et pour rayon la distance du point a 
au point singulier def{u) le plus rapproché de a. 
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C'est là une proposition que nous admettrons pour ne pas 
allonger ce Chapitre. 

6. Une fonction uniforme régulière en tous les points à distance 
finie et infinie est une constante. — En effet, la fonction supposée 
f{u) étant régulière au point m = o est développable en une série 

/( m) = a© -4- <3f 1 M -4- «2 ï*' + • • • > 

convergente dans le cercle ayant l'origine comme centre et passant 
par le point singulier le plus rapproché de l'origine; comme, par 
hypothèse, il n'y a pas de points singuliers, cette série est con- 
vergente dans tout le plan. Pour étudier la fonction dans le voisi- 
nage du point 00, posons w ^ — ,; alors 

Par hypothèse cette fonction est régulière au point w'= o : elle 
ne doit donc pas contenir dans son développement de puissances 
négatives de u' : donc tous les coefficients «i, a2, . . ., «/i, . . . sont 
nuls, sauf le premier a©, et l'on a 



/(w) = /(^j = «o. 



La fonction est une constante. 

On peut énoncer ce résultat sous une autre forme, en disant 
qu'wne fonction uniforme partout finie (le point oo compris) 
est une constante. En effet, une fonction uniforme devient infinie 
en chacun de ses pôles; on peut en outre démontrer rigoureuse- 
ment que, si la variable u tend vers un point singulier essentiel 
de la fonction suivant une loi convenablement choisie, le module 
de la fonction croît au delà de toute limite. Si donc une fonction 
uniforme est partout finie, elle ne peut pas avoir de points singu- 
liers, elle est régulière partout et se réduit à une constante. 

7. Les zéros et les pôles d'une fonction uniforme, n'ayant d'autres 
singularités que des pôles à distance finie, sont nécessairement isolés 
les uns des autres. — Nous voulons dire par là qu'il ne peut pas 
exister de point a du plan dans le voisinage immédiat duquel il 
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se trouve une infinité de pôles ou une infinité de zéros ; ou encore, 
quel que soit le point a, on peut toujours décrire de a comme 
centre un cercle avec un rayon assez petit pour que dans ce cercle 
il y ait : ou bien ni zéro ni pôle, ou bien un seul zéro sans pôle, 
ou bien un seul pôle sans zéro. 

Ce fait résulte immédiatement des développements précédents. 
En effet, un point a étant marqué dans le plan, trois cas peuvent 
se présenter suivant que/(w) est régulière en a sans s'annuler en 
ce point, ou que f{u) admet le point a pour zéro, ou enfin que 
f{u) admet le point a pour pôle. Dans le premier cas, on peut dé- 
crire de a comme centre un cercle suffisamment petit pour qu'il 
n'y ait dans ce cercle ni zéro ni pôle; dans le second, on peut dé- 
crire un cercle suffisamment petit pour qu'il ne contienne pas de 
pôle et contienne le seul zéro M=:a; dans le troisième, on peut 
décrire un cercle ne contenant pas de zéro et contenant le seul 
pôle a. 

D'après cela, si pour une fonction uniforme il existe un point a 
tel que, dans une aire aussi petite que l'on veut, entourant ce point, 
il existe soit une infinité de pôles soit une infinité de zéros, ce 
point est point singulier essentiel. En effet, la fonction n'est pas 
régulière en a; ce point est donc un point singulier. Il n'est pas 
un pôle, d'après ce que nous venons de voir; il est donc un point 
essentiel. 

Nous allons, dans les deux paragraphes suivants, traiter, comme 
exemples, les fonctions rationnelles et les fonctions trigonomé- 
triques. 

IL — Fractions rationnelles. 

8. Objet du paragraphe. — Le lecteur connaît assurément les 
propriétés des fractions rationnelles : décomposition en fractions 
simples, utilité de cette décomposition pour l'intégration, décom- 
position en un quotient de deux produits de facteurs linéaires. 

Nous reprenons brièvement cette théorie, en suivant une marche 
analogue à celle que nous emploierons plus loin pour obtenir l'ex- 
pression générale des fonctions elliptiques, d'abord sous une forme 
toute semblable à celle d'une fraction rationnelle décomposée en 
fractions simples, puis sous une forme semblable à celle d'une 
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fraction rationnelle décomposée en un quotient de deux produits 
de facteurs linéaires. 

9. Fraction rationnelle particulière. — La fonction 

u 



(3) /(«) = 



{u — \)\^U — -l) 



est régulière à distance finie en tous les points autres que w = i, 
u = 2. Ces deux points sont des pôles de premier ordre. La partie 
principale relative au pôle m = i est 



?l(2*) = - 



w-r 



en effet on vérifie immédiatement que la différence /(w) — cp^ [u) 
est régulière au point w = i. Le résidu relatif au pôle u =. i est 
— I . De même la partie principale relative au pôle w = 2 est 



(p2(w) = 



U 1 



avec le résidu 2. Au point 00 la fonction est régulière, car 



[ \ u' 



/ 7^ H 



u' / {i — u ){i — -iu ) 

est régulière au point u' = o. On voit que w' = o, c'est-à-dire u = oo 
est un zéro simple. La fonction /{u) a donc deux pôles simples 
u = i^ u= 9. et deux zéros simples w = o, w = 00 : on dit qu'elle 
est d'ordre 2. On peut remarquer que l'équation 

f(u)=C 

a deux racines quelle que soit la constante G. 

Comme les fonctions ^i{u) et ^2{^i) sont régulières partout à 
distance finie et infinie, excepté aux pôles respectifs 1 et 2, la dif- 
férence 

est régulière partout à distance finie et infinie, y compris les 
pôles I et 2, d'après la définition des parties principales cp^ et <p2- 
Cette différence est donc une constante et, comme elle s'annule à 
l'infini, puisque chacune des fonctions /, cp^, çg s'y annule, elle 
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est égale à zéro. On a donc 

/(m)=Oi(m)-+-9,(m), 

formule que donnerait immédiatement la décomposition de la 
fraction rationnelle en fractions simples. 

10. Cas général. Pôles et zéros. Ordre. — Une fraction ration- 
nelle 

où P et Q sont deux polynômes de degrés m et n, est une fonction 
qui, à distance finie et infinie, n'a d'autres points singuliers que 
des pôles. A distance finie elle a comme pôles les racines de 
Q(w)=o : le nombre des pôles à distance finie, en comptant 
chacun d'eux avec son degré de multiplicité, est donc n, 

1° Si m > /i, le point oo est un pôle d'ordre m — /i. Le nombre 
total des pôles à distance finie et infinie est donc 

n -\-{m — n)= m. 

11 y a aussi m zéros qui sont les racines de P(w)= o. La fraction 
a donc m pôles et m zéros : on dit qu'elle est d'ordre m. L'équation 
f(^u)=Cdim racines quel que soit C. 

2** Si /i >> m le point oo est un zéro d'ordre n — m. La fraction 
a alors n pôles et un nombre égal de zéros, car il y en a /w à 
distance finie [les racines de P(w)] et n — m réunis à l'infini. La 
fraction est d'ordre n; l'équation y(w)= C a toujours n racines. 

3® Si m = n, le point oo n'est ni un pôle ni un zéro : il y a en- 
core autant de zéros que d'infinis : la fraction est d'ordre m = n. 

En résumé une fonction rationnelle /(u) a toujours dans tout 
le plan, l'infini compris, autant de pôles que de zéros; le nombre 
des pôles ou des zéros est l'ordre de la fraction : réquationy*(r/)= C, 
a, quel que soit C, un nombre de racines égal à V ordre. 

11. Formes analytiques principales des fractions rationnelles. 
— On peut mettre une fraction rationnelle sous deux formes dif- 



NOTIONS PRÉLIltf INAIRES. 9 

férentes suivant que l'on veut mettre en évidence les pôles et les 
parties principales, ou les pôles et les zéros. 

1° Première forme mettant en évidence les pôles et les par- 
ties principales correspondantes. Décomposition en fractions 
simples. — Appelons a, b, . , ,^ l les pôles à distance finie res- 
pectivement d'ordre a, p, . . . , X et 

0*(U)= h , -h ... H » 



u — b (u — b)^ " (^u — b)P 

les parties principales correspondantes. Supposons, pour plus de 

généralité, que le point cx) soit un pôle, ce qui arrive si m > n; et 

soit 

m ( a) = Ml w -i- Mj w2 -4- . . . -4- M^ w* 

la partie principale relative à ce pôle 

s = m — n. 

Chacune de ces parties principales est régulière partout excepté 
au pôle correspondant. La différence 

(5) f(u) — (fi(u) — ^2(u) —. . ,— m{u) 

est donc régulière partout à distance finie et infinie. En effet, 
au pôle a la différence /( w ) — cpi (u) est régulière et les fonctions 
cp2, . . . , TU le sont. Il en est de même aux pôles 6, ...,/. 

A l'infini, la différence f{u) — xî5(u) est régulière et les fonc- 
tions (pi, cp2, ... le sont aussi. Donc la différence (5), régulière 
partout, est une constante Mo, et l'on a 

/(ï^) = Mo-f- Tn(M) -f- 3l( W) + (p2(M) -4-. . ., 

(6) /(M)==Mo + M,MH-...+ M,a^ + Yr— — +...+ T-^^^l» 

la somme S étant étendue à tous les pôles à distance finie. 

On retrouve ainsi la formule élémentaire de décomposition des 
fractions rationnelles en fractions simples : elle met en évidence 
les pôles et les parties principales correspondantes, elle donne 
immédiatement l'intégrale d'une fraction rationnelle. 
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On peut écrire 

/(u) = Mo+y [-A- + . . . + _A?zi^] , 

•^ j^dlu — a {u — ^)*J 

la somme S étant étendue à tous les pôles à distance finie et 

infinie, si l'on convient que pour un pôle a rejeté à Tinfini 

doive être remplacé par u, ou en abrégé que 

u — a = — quand a = oo. 

u ^ 

On remarquera que l'on peut prendre arbitrairement les parties 
principales relatives à tous les pôles ; à cet égard il y a une légère 
différence pour les fonctions elliptiques. 

2** Deuxième forme mettant en évidence les zéros et les 
infinis. — La deuxième forme qu'on peut donner à une fraction 
rationnelle met en évidence les zéros et les infinis. Il suffit pour 
cela de décomposer les polynômes P et Q, qui forment le numé- 
rateur et le dénominateur de la fraction, en facteurs du premier 
degré 

où certains facteurs peuvent être égaux. 

3® La seconde forme déduite de la première, — Soit/(w) la 
fraction rationnelle considérée ayant pour zéros aj, a2, . . ., ol„i 
et pour pôles ^4 , p2j • • • ? pn* 

La fonction "^^ est aussi une fraction rationnelle ayant pour 

pôles simples les zéros et les infinis de f{u) (n® 3), les zéros 
simples avec le résidu -|-i et les pôles simples avec le résidu — i. 

En mettant alors '^ sous la première forme (décomposition 

en fractions simples) on a 



I I I 



u — pi W— p2 " ' u— ?n 
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Inlégrant et passant des logarithmes aux nombres, on retrouve 
l'expression (7). 

12. Remarque. — Nous venons de voir qu'une fraction ration- 
nelle n'a d'autres points singuliers que des pôles à distance 
finie et infinie. La réciproque est vraie. Une fonction uniforme 
n^ ayant d^ autres singularités à distance finie et infinie que 
des pôles est une fraction rationnelle. Nous nous bornons à 
rappeler ce théorème dont nous n'aurons pas à nous servir. 

13. Relation algébrique entre deux fractions rationnelles. 
Théorème d'addition algébrique. — Entre deux fractions ra- 
tionnelles 

^ =/("), y=fi{i^) 

a Heu une relation algébrique définissant une courbe unicursale, 
c'est-à-dire une courbe ayant le plus de points doubles possible. 
En outre, une fonction rationnelle f{u) admet un théorème 
d'addition algébrique, c'est-à-dire que, u et v désignant deux 
variables indépendantes, f{u 4- i') est une fonction algébrique de 
f{u) et f{i>). 

ni. — Fonctions trigonométriques. 

14. Objet du paragraphe. — Nous allons présenter les points 
fondamentaux de la théorie des fonctions trigonométriques, en 
suivant une voie identique à celle que nous suivrons dans le 
Chapitre suivant pour les fonctions elliptiques. 

15. Fonction sini^, sa définition par un produit inûni. Fonctions 

cot u et . , j leurs expressions par des séries. Périodicité de ces 

fonctions. — La fonction sinw est régulière en tous les points à 
distance finie. Elle s'annule aux points 



W = G, ^ 'î^> in 271 



C'est ce que met en évidence la formule suivante que nous 
supposons connue et que nous considérons comme servant de 
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définition à sinu 



in,^ = afj'(,-^)e-, 



(8) sin 

le produit II' étant étendu à toutes les valeurs de l'entier m de 
— cx) à -j-oo, la valeur m=zo exceptée. Grâce à la présence du 



u 



facteur e""^, le produit W est convergent quel que soit l'ordre des 
facteurs. Cette fonction sin m est impaire, c'est ce qu'on voit sur 
le produit (8). En effet, comme m prend toutes les valeurs de 
— 00 à 4- 00, on peut le changer de signe et écrire 



sinu = u 



nX'-^^)"''"""- 



Changeant ensuite u en — u on voit, en comparant à (8), que 
sin ( — u) est égal à — sin u. 

Le point oo est un point singulier essentiel de sin m : en effet, si 

l'on fait u= —y on voit que, dans une aire aussi petite qu'on le 

veut entourant le point w'=o, la fonction sin — admet une infinité 

de zéros u' = D'après ce que nous avons vu (n** 7) le point 

u'=o est donc un point singulier essentiel. 

Fonction colu, —^ La fonction cota se déduit de sin m, par la 

formule 

d , 
cotM = -7- loer sm u, 
du 

D'après la formule (8), on a donc pour cota la série 

COt W = h ( ^ H - ) -H f 1 ) -4- . . . 

U \U Tt 7t/ \U 271 271/ 

-i- ( î ) -4- ( î î- ) -H..., 

\M-t-7r TZJ \M-f-27t 271/ 

OU, sous forme condensée, 

(9) COlU= - -4-V ( ! 1 —)y 

U Jmd\u — m TU miz/ 
la somme S' étant étendue à toutes les valeurs de l'entier m 
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de — 00 à -h 00, la valeur zéro exceptée. La fonction coiu est 
aussi impaire. Le développement (9) montre qu'elle a pour pôles 
simples tous les points o, dz-, dz 21^, ..., le résidu relatif à 
chacun de ces pôles étant i . Par exemple, le point u = tz est un 

pôle, et la différence 

i 
cet M 



u K 



est régulière au point M = 7r. La formule (9) met donc en évidence 
les pôles et les parties principales correspondantes de la fonction. 
Le point m = 00 est un point singulier essentiel pour cotw comme 
pour sinw. 



Fonction . ^ « — La fonction 



/ N i d ! v*' I 

(lO) . , =— -r- COtM = — -+-> 7 rr 

' sin^u au u- jhtà {u — rrnzy 

est paire. Elle a pour pôles doubles tous les points o, dzir, 
±:2 7c, ...; la partie principale relative au pôle u = mTz est 



(m — /n7c)* 



Périodicité. — Des formules précédentes on peut déduire 
facilement la périodicité des fonctions circulaires. Tout d'abord 

le développement (10) de . ^ montre immédiatement que cette 

fonction ne change pas quand on ajoute tz k u, car cela ne fait 
que déplacer les termes du second membre. 

On voit de même que la co tangente admet la période tt^ en effet, 
formant la différence cot(a -hTz) — cot w, on trouve 

XW-f-TT U/ \U U 71/ \U 71 U — 2 71/ 

\M-f-27C U-\-TZ/ \U-+'3lZ U-^ITz) ***' 

somme qui est évidemment nulle, car les termes se détruisent 
deux à deux. 

Enfin de la relation 

cot(w-h 7r)= COtM, 
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que nous venons d'établir, on peut déduire la périodicité de la 
fonction sin^. En effet, en intégrant les deux membres de la re- 
lation ci-dessus, on a 

log sin(w -4-71)= log sina ■+■ logC, 
sin(M -i- 7r)= C sin {^, 

OÙ C est une constante. Pour déterminer cette constante, faisons 



TU 

u = , nous aurons 

2 



sin— = G sini 1 

2 \ 2/ 



et comme la fonction sinu est impaire on a 

G = — I. 
D'où la formule 

sin(M -i-it) = — sin w. 

Développements en séries de puissances. — Pour calculer les 
premiers termes du développement de colu en série de puissances 
dans le voisinage de u = o, on peut employer la méthode suivante 
analogue à celle qui nous servira pour les fonctions de M. Weier- 
strass. On a, pour u inférieur à mTz (en valeur absolue), 

I i u u^ 



portant cette série dans le développement de colu et ordonnant 
par rapport aux puissances de u, on a une série de la forme 

I u u^ u^ 

coiu= - —Si— - —S2-r —S:i ■——..,, 

u 71* 71* 7r« 

où l'on a posé 

'^=2-^' '^=2d^' '^=2-^' 

les sommes 7 — > 7 — r, > 7 — r> ••• sont évidemment nulles, 

car m prend des valeurs deux à deux égales et de signes con- 
traires. 

On peut obtenir le développement de sin m en série entière en 
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intégrant le développement de cotw, ce qui donne 

log sm u = log A -hlogw r — - -T — -TT-T— ..., 



A désignant une constante d'intégration. Comme tend vers i 

quand u tend vers o, on a A= i. Développant alors l'exponen- 
tielle en série, on obtient une série entière donnant sin^^. En 
identifiant le développement ainsi obtenu avec la série connue 



sm a = u -4- 



on obtient les valeurs des sommes St, S2, s^^ On trouve ainsi 






3 " 32.5 ■* 33.5.7 

Ces sommes sont bien connues : on les trouvera par exemple 
dans le Calcul différentiel de M. Bertrand, p. 421 : pour vérifier 
ainsi les valeurs ci-dessus, il faut se rappeler que 



n = co 



^' 2à /n^v '^ 2à n^ 






car, dans S', m varie de — oc à +00, zéro exclu. 

Exercice. — Nous ne nous arrêterons pas plus longtemps à la 
théorie des fonctions sin M, cotw. Si Ton voulait établir une théorie 
complète de ces fonctions, en prenant comme seules définitions le 
produit (8) et la série (9), on pourrait, en suivant une analyse 
d'Eisenstein (^Journal de Crelle, t. 35, p. 191)? montrer que la 
fonction f(u)= cota, définie par la série (9), vérifie l'équation 

différentielle 

3.y, 3^1 

-— - = o, ou — 



j-r /• •. ■' * 1 ^ ^ * 1 



En portant le développement de cot u en série de puissances dans 
celte équation et écrivant qu'elle est vérifiée quel que soit u, on 
aurait un autre moyen de calculer de proche en proche les 
sommes s^. Nous indiquons ces résultats à titre d'exercice. 
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16. Fonctions trigonométriques en général. — On peut appeler 
d'une manière générale fonction tri gonomé trique une fonction 
f{iC) rationnelle en cota, car le sinus et le cosinus d'un arc s'ex- 
priment rationnellement en fonction de la cotangente de l'arc 
moitié que l'on peut toujours désigner par u. Une fonction trîgo- 
nométrique, ainsi définie, est uniforme; elle n'a d'autres points 
singuliers à distance finie que des pôles ; elle ne change pas quand 
on ajoute à a un multiple quelconque positif ou négatif de ii : 
c'est ce que l'on exprime en disant que la fonction admet la 
période primitive tt, ses autres périodes dzaii, diSu, ... étant 
des multiples de la période primitive. 

On peut mettre une fonction trigonométrique sous deux formes 
remarquables. L'une est analogue à la formule de décomposition 
des fractions rationnelles en fractions simples; l'élément de cette 
décomposition est la fonction cot(M — a) et ses dérivées; c'est ce 
que l'on pourra voir dans le Traité d^ Analyse de M. Her- 
mite, p. 321. L'autre forme est analogue à celle qui donne une 
fraction rationnelle sous forme du quotient de deux produits de 
facteurs linéaires; l'élément qui remplace les facteurs linéaires 
est sin(M — a). Nous ne nous arrêterons pas à établir ces for- 
mules qui nous sont inutiles pour la suite. 

Relations algébriques. — Entre deux fonctions trigonomé- 
triques 

de même période u, a lieu une relation algébrique définissant en- 
core une courbe unicursale, cds f ei f^ sont des fonctions ration- 
nelles de coiu. 

Théorème d^ addition algébrique. — Une fonction trigono- 
métrique f{u) admet un théorème d'addition algébrique : f{u + v) 
est une fonction algébrique de/(w) ei f[v). 

Remarque sur la période des fonctions trigonométriques. — 
Les fonctions que nous venons de considérer admettent la pé- 
riode TC 

f{u + Tz)=f{u). 

Il est évident que par un changement linéaire de variable on peut 
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faire en sorte qu'elles admettent une période quelconque 2(o. II 
suffit de poser 

on a alors 

/,(tt'-h2U)) = /i(w'). 



A ET L. 



CHAPITRE II. 

GÉNÉRAUTÉS SUR LES FONCTIONS ELUPTIQUES. 



17. Déûnition. — Nous avons dit qu'une fraction rationnelle est 
caractérisée par la propriété d'être une fonction uniforme n'ajant 
d'autres singularités que des pôles. 

Nous avons remarqué également qu'une fonction trigonomé- 
trique (fonction rationnelle de cot^ou de sin2i/ etcossa) est une 
fonction n'ayant d'autres singularités à distance finie que des pôles 
et admettant des périodes qui peuvent toutes être composées 
par addition et soustraction avec une seule période primitive tz. 
Mais ces propriétés ne caractérisent pas les fonctions trigonomé- 
triques : elles appartiennent par exemple à e*'"'" qui n'est pas une 
de ces fonctions. Pour achever de caractériser une fonction trigo- 
nométrique, il faudrait ajouter cette condition qu'elle possède un 
théorème d'addition algébrique. 

Nous définirons d'une façon analogue les fonctions elliptiques 
par les propriétés suivantes, qui les caractérisent complètement : 

On appelle fonction elliptique une fonction uniforme 
n^ ayant, à distance finie, d^ autres singularités que des pôles 
et admettant des périodes qui peuvent toutes être composées 
par addition et soustraction avec àexxn périodes primitives 2w 
et 2 0)'. 

La fonction admet donc les deux périodes 2(0 et a co'; on dit 
qu'elle est doublement périodique, tandis que les fonctions tri- 
gonométriquessont 5//n/?/e/ne/i^ périodiques. EllevériGe les rela- 
tions 

(11) /(w + 2w)=/(w), /(w-^2a)') = /(M), 
d'où l'on conclut 

(12) /(m -j- 2/720) -h 2na)') = /(M), 

m et n désignant des entiers positifs, négatifs ou nuls. 
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Nous admettrons que le rapport — est imaginaire; s'il élait 

réel, la fonction se réduirait à une fonction simplement périodique 
ou à une constante. C'est là un fait dont on trouvera la démonstra- 
tion dans la Note I et que Ton peut admettre pour ne pas inter- 
rompre l'exposition. 

Les fonctions elliptiques sont ainsi définies in abslracto. Nous 
allons définir, par des séries, les éléments analytiques à l'aide 
desquels on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques. Nous 
indiquerons en même temps leurs principales propriétés, parmi 
lesquelles nous signalerons dès à présent l'existence d'un théorème 
d'addition algébrique et l'existence d'une relation algébrique entre 
deux fonctions elliptiques aux mêmes périodes. 

Une première propriété, résultant immédiatement de la défini- 
lion même, est celle-ci : La dérivée d^ une fonction elliptique est 
encore une fonction elliptique. En effet, les relations (i i) ayant 
lieu quel que soit u donnent par différentiation 

/'(w-f-2a))=/'(a), 

f'{U^'Xiu')=f(u). 

La dérivée /'(f^) admet donc les périodes 2w et aw'; elle est uni- 
forme comme y*(w) el ses seuls points singuliers à distance finie 
sont des pôles, car si f(u) est régulière en un point il en est de 
même de f\u)t et si f{u) a un pôle en un point il en est de 
même de/'(w). 

18. Parallélogrammes des périodes. — La double périodicité 
peut se représenter géométriquement comme il suit. Soit Uq une 
quantité imaginaire constante, choisie au hasard; considérons 
dans le plan représentatif les points représentant les quantités 

MOî Uodz^tsij Mo— 20)', Mo ± 2 *0 ± 2 O)' 

et, en général, 

Mo -h 2 m 0) -T- 2 /i o)' , 

où m et n sont des entiers quelconques positifs, négatifs ou nuls; 
ces points forment les sommets d'un réseau de parallélogrammes 
tous égaux au parallélogramme P, qui a pour sommets les 
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points 

Mo, Uo-^2U)^ Mo-r-^O)', M© -•- 2 (o -h 2 0)', 

et recouvrant tout le plan. 

Si u est un point quelconque du plan, il se trouve dans un de 
ces parallélogrammes, le parallélogramme P, par exemple; le 
point u-{'2(ù est dans un parallélogramme voisin dans lequel il 

Fig. I. 




Uyp-t'Sd)^^, p 



«/'<,-t-.?û* 



occupe la même position que u dans P'; en général, les points 
a + 2/n(o-|-2/io)' sont tous dans des parallélogrammes différents; 
ils occupent dans chacun d'eux la même place que u dans P; nous 
avons figuré quelques-uns de ces points. On dit, pour abréger, 
que ces points sont des points homologues ou congruents du 
réseau des parallélogrammes. L'un quelconque de ces parallélo- 
grammes s'appelle parallélogramme des périodes ou parallé- 
logramme élémentaire. 

Les relations (i i) expriment que la fonction f{u) reprend la 
même valeur en tous les points homologues. Il suffit donc de 
connaître la fonction f{u) dans un des parallélogrammes, P par 
exemple, pour la connaître dans tout le plan. 

19. Théorème fondamental. Une fonction elliptique devient né- 
cessairement inûnie dans un parallélogramme élémentaire , sinon 
elle se réduit à une constante. — En effet, si une fonction ellip- 
tique était finie, dans un parallélogramme élémentaire, elle serait 
finie, en tous les points à distance finie ou infinie^ à cause de la 
double périodicité; ce serait donc une constante (n® 6). 
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20. Une fonction elliptique a un nombre limité de pôles dans un 
parallélogramme élémentaire. — Le théorème précédent montre 
qu'une fonction elliptique a au moins un pôle dans un parallélo- 
gramme; nous voulons montrer qu'elle en a un nombre limité. En 
effet, supposons que, dans P, une fonction /(m) ait une infinité 
de pôles; divisons le parallélogramme en quatre en joignant les 

Fig. 2. 




milieux des côtés; dans un de ces quatre parallélogrammes au 
moins il y a une infinité de pôles. Divisons-le encore en quatre en 
joignant les milieux des côtés; dans un des nouveaux parallélo- 
grammes au moins, il y a une infinité de pôles. En continuant 
ainsi, on obtient une suite de parallélogrammes tendant vers un 
point a du plan et contenant tous une infinité de pôles. En ce 
point a la fonction n'est évidemment pas régulière : le point a est 
donc un point singulier; mais il ne peut pas être un pôle, car un 
pôle est nécessairement isolé et nous venons de voir que, dans une 
aire aussi petite qu'on le veut autour de a, il existe une infinité de 
pôles. Ce point est donc un point singulier essentiel de la fonc- 
tion, ce qui est impossible, puisqu'une fonction elliptique, par 
définition, n^a d^ autres points singuliers que des pôles dans 
un parallélogramme. 

Le théorème que nous venons de démontrer est d'ailleurs une 
conséquence immédiate de la proposition générale du n** 7. 

Ainsi, une fonction elliptique a un nombre limité de pôles 
dans un parallélogramme élémentaire, tout comme une fraction 
rationnelle en a un nombre limité dans tout le plan. 

Nous allons donner une première expression analytique des 
fonctions elliptiques mettant en évidence ces pôles et leurs parties 
principales^ celle expression jouera le même rôle que la formule 
de décomposition des fractions rationnelles en fractions simples. 
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Voici comment on forme la fonction qui joue dans la théorie 
des fonctions elliptiques le même rôle que la fraction simple 

dans la théorie des fractions rationnelle^. 



u — a 



21. Fonctions a*, Ç, p, Z, H. — Nous avons rappelé précédem- 
ment le développement en produit de sin u 



.in« = «Jj(,-^)e-x, 



mettant en évidence les zéros : o, diu, dz 2ti de cette fonctioq. 

Par analogie nous allons former avec M. Weierstrass une fonc- 
tion régulière, comme le sinus, en tous les points à distance finie 
et admettant comme zéros le point m = o et tous les points 



innn 



2/1(0 



m = o, ±1, =fc 2, ... 

n=o,±i,±2,...r 



homologues de l'origine dans le réseau des parallélogrammes. 
Posons, pour abréger, 

w •= 2 ma) -H 2/10)', 

et considérons la fonction définie par la formule 



(i3) 



S'M = U 



n(- 



m = o, =r:i,i]=2, ...,=nQO 



u 

— le 
w 



u 1 n* 



n = Oj 3: 1, 

w = 1 m U) -h 2/1(3)' 
w = o exclus 



QO 



dans laquelle il faut, pour former le produit infini, attribuer à 
la quantité iv toutes les valeurs contenues dans l'expression 
2 m 0) -I- 2/10)', à l'exception de la seule valeur o qui correspond à 
m= n = o. 

Quand cette exception doit être observée dans un produit infini 
ou dans une somme infinie, nous le rappelons en faisant suivre 
d'un accent la caractéristique II ou S du produit ou de la somme. 
Actuellement, nous admettons la convergence du produit (i3); on 
en trouvera une démonstration dans la Note II. 

La fonction (^u ainsi définie s'annule seulement aux points 
f^ = o et w = w = 2m(o 4- 2/iw'; elle ne devient jamais infinie 
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pour des valeurs finies de u. On voit que cette fonction a un 
zéro simple et un seul dans chaque parallélogramme élémentaire. 
Tous ces zéros sont des points homologues du réseau de parallé- 
logrammes. 

Cette fonction d est impaire comme un sinus 

(3'( — a) = — c'a; 

en effet, comme m ein prennent toutes les valeurs de — oo à +qo, 
on peut, dans l'expression du produit, changer /w et /i de signes 
sans changer ce produit; on a donc aussi 



a'«=«Jj'(,+ |) 



H 1 /<« 



Mais alors, en changeant uen — a et comparant au produit (i 3), 
on voit que (^( — u) = — (iu. 

Enfin, il résulte du produit infini que le rapport — tend vers i 

quand u tend vers zéro. 

De même que l'on déduit la fonction coiu de sin«, en prenant 
la dérivée logarithmique, nous considérerons la fonction obtenue 
en prenant la dérivée logarithmique de (^u 

(i4) ïtt= — 4 — = — = - + > 1 1 — - . 

^ ' au cru u ^^ yu — w w w^ \ 

Nous désignerons pour abréger cette nouvelle fonction par 

— (a) ou X^u, La série qui définit X^u est analogue à celle qui dé- 

finit eolu. Elle montre que la fonction 2^ m a pour pôles simples 
tous les points w = o, f^ = 2/?zw-i-2/io)', avec le résidu + i . En 
effet, la différence 

Y ï 

u — 2ma> — î/io) 

OÙ m et Al sont des entiers déterminés, est régulière au point 
M == 2 m w -H 2 /i 0)'. La fonction X^ a donc un pôle simple de ré- 
sidu -j- I dans chaque parallélogramme élémentaire. Il en est de 
même de la fonction 2^(m — a), où a est une constante; cette 
fonction a comme seuls points singuliers les points a = a et 
M = a4- 2/nw -h 2/10)', qui sont des pôles du premier ordre de 



'i4 CHAPITRE II. 

iTHidii -f- 1 ; il y a un de ces pôles et un seul dans chaque parallé- 
logramme. Ainsi M = a est un pôle et la différence 2^ (w — a) — — 

est régulière au point u = a. 

La fonction ^u est impaire comme la cotangente; on peut le 
vérifier directement ou le conclure de ce que du étant impaire, sa 

dérivée d' u est paire et le quotient — impair. 

Pour étudier les propriétés de cette fonction prenons-en la dé- 
rivée et appelons pu cette dérivée changée de signe 

/ I. V ^* lOffS'M I v^T ' I 1 

(.5) p„=__±_=_+2,[^_____J; 

celle fonction étant la dérivée d'une fonction impaire est paire : 
elle a pour pôles doubles les points // = o, w = 2mci) -|- 2/ici>^;.la 

partie principale relative à l'un de ces pôles est ftt» 

le résidu correspondant est nul. Cette fonction pu est donc 

analoffuc à la fonction . . donnée par 



(f^ lop^sinii 



$in* u c/i«* 



14* .^d {U — niT.)' 



\jà foncùon p{u — <?), où a est constant, a pour pôles dooMes 
les points a el d + '^''(^ + 2/}(o'; la partie principale relative i 

uu do cos pôles est -; il y a un de ces pAks 

el un seul dans ehaque parallélogramme élémentaire. 

P^n\\iiciié Je pu. — La fonction pu admet les deux pé-> 
riodes ^ w et j w\ 

En eflel* sî Ton forme la différence p \ u + aco) — puj 



^'^ * I I 






vvà u deraièn^ s<>mnie est étendue à toutes les Taleurs deaicti 
sjuts ewvpdcsî. Ceite demièn? somme est évidemment 
<« c»asivi;rrfcttl le< termes qui correspondent à une 
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de /î, on voit qu'ils se détruisent deux à deux. On a donc 
(i6) p(w -+- 20)) = pw; 

de même, on trouverait 

(16') p{u-\-2ti)') =: pu. 

Effet de V addition des périodes à V argument de'C^u, — In- 
tégrons ces deux dernières relations en nous rappelant que l'inté- 
grale Aq pu est — -— ou — X^u^ nous aurons 

i ^(^-4-20)) = îl*-h2T), 

( Ç(a + 2a)') = ÎM-+-2T/, 

où 7) et 7)' désignent deux constantes introduites par l'intégration. 
En faisant dans ces relations u= — o), puis u^= — o)', on a 

Ç(a>) = Ç(-a>) + 2Ti, Ç(a)') = Ç(-a)')-^2V, 

d'où il résulte, puisque 2^ est impaire, 

(i8) iQ = C(a)), V=î(*o'); 

ces constantes yj et y)' sont ainsi exprimées par des séries con- 
vergentes. 

Notation de Jacobi et de M. Hermite. — Dans la notation de 
M. Weierstrass c'est cette fonction -— ou 2^ qui joue le même rôle 

que - dans la théorie des fractions rationnelles. Dans la notation 

de Jacobi, légèrement modifiée par M. Hermite (Crelle, t. 84), 
ce rôle est joué par la fonction impaire 

(19) Z(a) = Çw— ^M, 

qui ne diffère de ^ que par un terme linéaire en u choisi de telle 
façon que Z(w) admette la période 20). On a, en effet, 

Z(a-h2a)) — Z(M) = Ç(wH-2a>) — Ça — 2Y) =0, 

Z(a -4-20)) = Z(a); 
puis 

*> T (1) 

Z(wH-2a>') — Z(a) = Ç(a-j-2a)') — Ça— ' 



O) 



2 

Z(a -H 20)') = Z(a) (r^w'— a>Tf)'). 

O) 
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Dans la nolation de M. Weierstrass les deux périodes jouent 
donc un rôle symétrique, tandis que dans celle de Jacobi une des 
périodes joue un rôle spécial. 

Nous verrons plus loin que la constante viw' — wy)' n'est pas 

nulle ; elle a pour valeur zb — où il faut prendre le même signe 

que le signe du coefficient de i dans le rapport — • 
Pour le moment nous poserons 

(20) 7)(0'— (1)7)'= 8. 

Alors Z(m) vérifie les deux relations 

1 Z(w-4- 20)) = Z(m), 
^^^ ) Z(i*-f-2a)') = Z(M)- — . 

( 0) 

La fonction Z(«^), ne difl'érant de X^u que par un terme linéaire 
en a, a les mêmes points singuliers et les mêmes parties princi- 
pales. 

Ainsi, cette fonction Z(w) a pour pôles simples de résidus + i 
tous les points a = o, w = 2/nw -|- 2aio)'; il y a un de ces pôles 
dans chaque parallélogramme; ils sont tous homologues de l'ori- 
gine u = o dans le réseau des parallélogrammes. 

La fonction Z(^^ — a) a pour pôles simples de résidu -|- i les 
points u = a et u ^= a -{- 2 miù -\- 2 ntù' , homologues du point a 
dans le réseau des parallélogrammes. Par exemple, dans le voisi- 
nage de M = a, on a : Z{u — a) égale fonction régulière. 

Effet de V addition des périodes à V argument de du et 
de H (m). — Si Ton intègre de nouveau les formules (17) où 

y Cm: 

l,u= ——9 on a 

log a'(M-f- 2 0)) = logo' M -4- 27) M -f-logC, 

log a'(a -H 20)') = logo'w -h ir^'u ■+- loge', 

loge et loge' désignant des constantes d'intégration. En passant 
des logarithmes aux nombres, il vient 

tf ( M -h 2 0) ) = ce*^" a* M, 
a'(MH-2o)') = c'e*<"a'w. 
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Dans la première de ces formules faisons u^=- — w et rappelons- 
nous que, (iu étant impaire, on a(^( — w)= — (^w. Nous trouverons 

La seconde relation donne de même 

La fonction d vérifie donc les deux relations 

l <3'(MH-2a)) =— ^»TQ(«-»-««>J(3'a, 
(il) { 

( 3'( M -+- 3t 0)') = — eîVt'*-»-»^') c a. 

On conclut de là, par l'application répétée de ces formules, la 
valeur de (^(a + a/nw -h 2/iw') en fonction àe du^ m et /i dési- 
gnant des entiers positifs, négatifs ou nuls. Cherchons d'abord 
l'expression de (^(m-h aw 4- 2w'). Changeant, dans la seconde 
des formules ci-dessus, u en u-\-iiù et tenant compte de la 
première, on a 

^(m -h 2 0) -f- 2 0)') = e2(ri-«-ti')(tt-h(i)-i-a)')-i-ï(Yia)'-a)ti')3' j^. 

Mais, comme T. w' — a)V=iiz — > on a 

' 2 

(23) a'(a -f- 20) -f- 20)') = — eï{r)+Yi')(M+w-i-wO<3'f^. 

On vérifiera de même que, /n et n étant deux entiers quel- 
conques positifs ou négatifs, on a 

(24) <3'(w-+-2mo)-j-2/lO)')= ( — i)/«/n-/n+/ieï(/nti+/iti')(«-i-ma)-»-/ia)')<3't^. 

Dans la notation de Jacobi on remplace la fonction (^, dont la 
dérivée logarithmique est !^m, par une fonction H(m) {kétade u)^ 
également impaire, ayant pour dérivée logarithmique Z(a) (zêta 

de u) 

H'(a) „. , ^'u 7) 

H(w) (ju o) 

On a donc, en intégrant, 

logH(M) = logera— ^M^H-logp, 

logp désignant une constante d'intégration, et, par suite, 

(25) H(a) = pe «^ q'j^. 
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Pour déterminer p, divisons les deux membres de la rela- 
tion (aS) par u et faisons tendre u vers zéro; — tend vers i, 



u 



vers la valeur H'(o) de la dérivée -r- pour « = o. On a 
ainsi p = H'(o), et la formule (26) devient : 



H'(o) 



= e *«*> 7u. 



La fonction H(a) admet les mêmes zéros que ^u. Elle vérifie 
les deux relations 

/ H(M-+-2to) = — H(a), 
(26) _j5. 

OÙ 8 désigne comme plus haut la quantité 'r\iù' — wy)'. Ces relations 
se tirent, soit des relations que vérifie (^, soit, par l'intégration, de 
celles que vérifie Z. 

En effet, intégrant les relations (21), on a, puisque Z(z^) = ■ > 

logH(a-h2w) = log H( w) -j-logc, 



20 



logH(M H- 2 0)') = log H (a) a h- loge', 



ta 



où c et c' sont des constantes. On en déduit 

H(m-h 20)) =cH(a), 

H(m-4-2w') = c'e ""H(a). 

Faisant dans la première m= — (o, on a, comme H est impaire, 
c = — i; de même, faisant dans la seconde m = — o)', on a 

c'= — e ^ . On a bien ainsi les formules (26). 

22. Remarque. — On a dès à présent des exemples de fonctions 
elliptiques. Ainsi la fonction pu^ qui n'a que des pôles à distance 
finie et qui admet les deux périodes 20) et 20)', est une fonction 
elliptique; il en est de même de ses dérivées p' u^ p''^^, • • • • 

Les fonctions (3*, H, JJ, Z ne sont pas elliptiques, car elles n'ad- 
mettent pas les deux périodes 20) et 20)'. 

Nous allons montrer comment, avec les seuls éléments analy- 
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tiques nouveaux que nous venons de définir et qui se déduisent 
tous de (iu^ on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques. 

23. Cas de dégénérescence. — Lorsqu'une des périodes 2(o 
ou ao>' devient infinie les fonctions a* et p se réduisent à des fonc- 
tions connues. Supposons, par exemple w', infini et prenons la 
fonction p. Dans la série qui définit pw, iv est infini dans tous 
les termes où figure w', c'est-à-dire où n est différent de zéro. 
Tous ces termes sont donc nuls et p{u) se réduit à la fonction 

la somme S' étant étendue aux valeurs positives et négatives de 
l'entier /n, zéro exclu. Comme la série ^ — - est convergente et 

a pour somme —> on a 

/ » X TT* I 'V' T 

Mais alors, en comparant à la formule 



■ • 



sm 
on a 



j_ = -L + y' i 



tJ tt2 



(27) p{u, 0)'=») = — — -- -h 



1210* 4^2 . ^ TZU 

sm* — 

2C0 

En intégrant et changeant les signes, on a 

(28) r(M,w=»)= -u-^ cet — ) 

^' ^^' ^12 0)2 20) 20) 

sans ajouter de constante, car ^ est impaire. 

Enfin, intégrons de nouveau et passons des logarithmes aux 
nombres; il vient » 

C(a,o)'=oo)= ce2Va)« gin , 

2 0) 

où c est une constante d'intégration. Pour la déterminer, divisons 
par ^ et faisons tendre u vers zéro, en nous rappelant que — tend 
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vers I . On a alors c — = i et enfin 

20) 

(2q) a'(M,a)'= x>)= — e**««>' sin — • 

On volt ainsi que l'analogie avec les fonctions trigonométriques 
devient Tidentité quand une des périodes est infinie. 

Supposons que les périodes soient infinies toutes les deux. 
Alors dans la série p{u) tous les termes sont nuls, sauf le pre- 
mier, et l'on a 



P(")=Tnî 



I 



intégrant et changeant les signes, on a 

- = i 

(f II 

puis 

cru = u. 

On voit, d'après cela, que la théorie que nous allons dévelo pper 
donnera, comme cas particuliers, les formules relatives aux fonc- 
tions trigonométriques ou aux fonctions rationnelles, suivant que 
l'on y supposera une période infinie ou les deux périodes infinies. 

II. — Première expression des fonctions elliptiques. Décomposition 

EN éléments simples. CONSÉQUENCES. 

24. Cas des pôles simples. — Soit/(w) une fonction elliptique 
ayant les pôles a, 6, c, ..., / dans un parallélogramme élémen- 
taire P, ces pôles étant d'abord supposés simples et les résidus 
correspondants étant A, B, . . . , L. Alors, dans le voisinage du 
point a, on a 

f(u)=: h fonction régulière, 

dans le voisinage de b 



f(u)= j -f- fonction régulière, 



Formons la fonction 

^{u) = /(u)^XZ{u — a)—BZ{u — 0) — ...— LZ{u— /). 
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Cette fonction est régulière dans le parallélogramme des pé- 
riodes P, car dans le voisinage de w = a, par exemple, on a 

A 

y(a)=: h fonction régulière, 

Z(m — a)= h fonction régulière, 

donc 

f{u) — AZ(m — a)= fonction régulière, 

et, de plus, toutes les autres expressions Z(w — b), . . . , Z(f/ — /) 
sont régulières au point a. 

D'ailleurs, y(w) admettant les périodes 2 0) et 20)', on a, d'après 
les propriétés de Z(w) (éq. 21), 

/ 4>(a-+-2a)) = 4>(a), 

^ ^^ ) 4>(M-h2U)')=*(M)— — (A-+-B-+-...4-L). 

D'après ces équations, la fonction ^(w) est régulière dans tout 
le plan à distance finie," car elle est régulière dans le parallélo- 
gramme P, et, dans les autres parallélogrammes, elle prend des 
valeurs qui ne difierent que par une constante de celles qu'elle 
prend dans P. 

Nous allons démontrer que ^{u) se réduit nécessairement à une 
constante. En effet, la dérivée ^'(w) est régulière dans tout le 
parallélogramme P, car la dérivée d'une fonction régulière est une 
fonction^ régulière ; de plus elle admet évidemment les deux pé- 
riodes 2(0 et 2(1)', comme on le voit en différentiant les for- 
mules (3o). 

Cette dérivée ^'(w) est donc constante, comme étant une fonc- 
tion régulière avec deux périodes (n° 19) 

*'(")= Ci; 
donc 

4>(w)= CiW-t-Co, 

C| et Co désignant deux constantes. Mais, comme ^(w + 2(o) 
doit être égal à ^(w), C| doit être nul et ^(w) se réduit à une 
constante Co. Ainsi la différence appelée ^(w) est constante. On 
a donc la formule 

(3i) /(w)=Co-i-AZ(^ — a)-hBZ(-3 — 6)-H...-hLZ(-3 — /), 
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due à M. Hermite et appelée formule de décomposition en élé- 
ments simples. Cette formule est analogue à la formule de dé- 
composition d^une fraction rationnelle en fractions simples. 

25. La somme des résidus d'une fonction elliptique en tous les 
pôles situés dans un parallélogramme des périodes est nulle. — En 
effet, nous venons d'appeler A, B, ..., L les résidus relatifs aux 
pôles situés dans un parallélogramme' des périodes^ nous avons 
trouvé que ^{u) est une constante : alors on a évidemment 
4>(w4-2(i)') — ^(w)=o. On a donc d'après la deuxième for- 
mule (3o), puisque 8 est différent de zéro, 

(32) A-+-B -+-... -^ L = o. 

Le théorème est donc démontré. 

Ainsi, toute fonction elliptique n'ayant que des pôles simples 
peut se mettre sous la forme (3i), où les constantes A, B, . . ., L 
ont une somme nulle. 

Inversement toute fonction définie par une expression de la 
forme (3 1), où les constantes A, B, ..., L ont une somme nulle, est 
une fonction elliptique : en effet, cette fonction n'a d'autres sin- 
gularités à distance finie que des pôles simples et, d'après les pro- 
priétés de la fonction Z, on a 

/(a-+-2to)— /(a) = o, 



20 



/(M-+-2to') — /{u) = (A-+-B-h...-i-L)=o. 

10 



26. Formule de décomposition en éléments simples dans le cas 
où certains pôles sont multiples. — Nous avons, pour plus de sim- 
plicité, supposé d'abord que la fonction elliptique considérée 
n'avait dans un parallélogramme élémentaire que des pôles 
simples. Le cas où la fonction posséderait des pôles multiples 
peut être regardé comme un cas limite du précédent : il suffit de 
supposer que plusieurs des pôles simples viennent à coïncider. 

Mais nous traiterons ce cas directement, par la même méthode 
que le précédent. Nous obtiendrons ainsi l'expression la plus gé- 
nérale des fonctions elliptiques et cela encore avec le seul élément 
analytique Z(w) et ses dérivées. 
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Soient a, 6, . . ., / les pôles de la fonction f{u) dans un paral- 
lélogramme élémentaire et 

A Al Aï Agj-i 

?!(")= iiTr^+ (^-a)i ^ (w-a)« ■^•••■^ (a-a)a' 

?î(w) = 



i^_^ (u — ôy {u — b)P 



les parties principales correspondantes. La différence 

AZ(a -a)— A,Z'(w — a)-l- - 'Z^Ca — a)-f.. . . 

+(__ ,)a-i :^^^z! Z(ûc-i)( M - a)l 

— |bZ(w — 6)-BiZ'(w — 6)-h ^Z'iu-Ù)-^... 

+ (- « )P-' ^■^^' Z(MH w — ô) I 

1 . 2 ... p — I ^ ' J 

est encore une constante; en effet, dans le voisinage de w = a 
par exemple, on a 

Z(a — a)= -h fonction régulière, 

Z'(u — a) = — 7 TT -f- fonction régulière, 

^ ' (u — a)^ ° 

Z'(m — a)= 7 ^ H- fonction régulière, 

^ (m — a)3 ° 



Z(a-i)(jf _a) = (— i)«-i '•f'"^'' ,'^ -h fonction régulière. 



Donc 



AZ(w — a) — AiZ'(a — a)H ^Z'(i« — a)-4-. . . 

1.2 

Z(*-*^(w — a) = çpi( a) -f- fonction régulière. 



1 .a. . .a — 1 

Comme dans le voisinage de w = a, on a aussi, par hypothèse, 

y(w)= çpi(w; -H fonction régulière, 

on voit que ^(w) est régulière au point a; il en est de même des 
A. ET L. 3 
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autres pôles. D'ailleurs on a, d'après les propriétés des fonctions Z, 

4>(l/ -+- 9.0))— 4>(i/), 

4>(a-+-2aj')= *(a) ^ (A -h B H-. . .4- L), 



(0 



car les fonctions Z'(w), Z'^(w) sont doublement périodiques. On 
verra, comme plus haut, que la fonction régulière <!> est constante 
et que, par suite, la somme des résidus A + 6 + . . . + L est nulle. 
L'expression générale d'une fonction elliptique est donc 



/{u)= Co-hV rAZ(«* — a)— A,Z'(M — a 
(33) / _H-^Z''(a — a)-+-... 

1 A m £» 



) 



1.2. ..OC — I J 



la somme S étant étendue à tous les pôles situés dans un parallé- 
logramme, avec la condition 

( 32 ) A 4- B -f- . . . H- L = o. 

Ainsi, de même que toute fonction rationnelle est une combinaison 
linéaire à coefficients constants de termes de la forme 

T I I 



" » ', T. "> • • • > : rz > 



u — a {u — a)'^ {u — a)* 

avec la convention que u — 00 = —, toute fonction elliptique est, 

à une constante additive près, une combinaison linéaire, à coef- 
ficients constants de termes de la forme 

Z{ii~a), Z'(u — a), ..., Z(a-i^(a — a), 

avec la condition que la somme des résidus [coefficients des termes 

tels que Z(w — a)] est nulle. 

Inversement toute fonction /{u), définie par une expression de 

la forme (33), où 

A H- B-h. . .-h L = o, 

est une fonction elliptique, car on vérifie immédiatement les re- 
lations 

/(a-4-2a>) — /(m)=o, 



20 



f(u-^2(sj')—f(u) = (Ah-B4-...4-L)=o. 
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27. Formule de décomposition en éléments simples avec les 
notations de M. Weierstrass. — La formule (33) que nous venons 
d'établir peut s'écrire comme il suit. Nous avons posé 

Z(u) = tu -II. 

eu 

Donc, en différentiant et se reportant à la définition de pu 
comme la dérivée changée de signe de — 

Z'(u) = — pu > 

Z"(a) = — p't«, 
» 

Faisant ce changement de notations, on a la formule 



(34) • 



f{u) = 1^0-+- Xj ^ ^(^ — ^) "^ '^i P(^^ — ^) — ~~^P'i^ — ^) —'• 

^(-)''-' ....:'.(;'-o ^'°""^"-"^]- 



oùDq désigne une nouvelle constante et où la somme S est encore 
étendue à tous les pôles situés dans un même parallélogramme 
des périodes. Les termes linéaires en u qui semblent s'introduire 

quand on remplace Z(w) par 'Çu ' w, disparaissent, car leur 

coefficient est ^ (A-h B -j-. . .+ L), c'est-à-dire o. 



28. Remarques. — Dans ces formules de décomposition nous 
avons supposé les pôles a, b, . . . , l situés dans un même parallé- 
logramme. Cette restriction est inutile en ce sens qu'on peut 
toujours remplacer chacun des pôles par un point homologue. 
Ainsi soit 



a' =z a -\-'ijn{si -\- in to' 



un point homologue de a, on a 

Z{u — a) = Z{u — a'-\- innù -\- irna'), 



20 



— Z(u — a') — n — 

0) 
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Remplaçant Z(m — a) par cette valeur, on voit que la formule 
reste la même. La seule valeur de la constante Co est modifiée. 

Une autre remarque est celle-ci. Quand on fait choix d'un 
parallélogramme élémentaire P de sommets 

il peut arriver qu'il y ait des pôles tels que a, par exemple, sur 
un côté et, par suite, d'autres pôles tels que a + aw' sur le côté 
opposé. On peut être embarrassé pour savoir quels sont ceux de 
ces pôles qu'il faut regarder comme étant dans le parallélogramme. 
Alors on remplacera le parallélogramme P par un autre tracé en 

Fig. 3. 




ti 



'o lO^ 



pointillé, obtenu en déplaçant infiniment peu le point Wo en Vq de 
façon à éviter qu'il y ait des pôles sur les côtés. La même re- 
marque sera utile plus loin pour le cas où il y aurait des zéros sur 
des côtés. 

29. Règle pratique pour la décomposition d'une fonction ellip- 
tique /(m) en éléments simples. — Il faut tout d'abord déterminer 
les pôles de cette fonction dans un parallélogramme des périodes, 
arbitrairement choisi d'ailleurs; soient a, i, . . ., / ces points. 

Il faut ensuite déterminer la partie principale de f{u) relative 
à chacun de ces pôles. Supposons, par exemple, que le pôle u^=.a 
soit d'ordre a : alors le produit 

est régulier et différent de zéro pour w = a. Si donc on déve- 
loppe ce produit, par la formule de Taylor, dans le voisinage 
de w = a, 

^{u) = Aa-i-+- Aa-?(M — a) + Aa_3( w — a)2-f-. . . 
H- A(z^ — rt)«-i-+-(M — a)a^(M), 

g(\i) étant une série entière en (w — a), ou a, en égalant ce dé- 
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veloppement à {u — a)^f(u)el divisant par (u — a)^, le déve- 
loppement 

j,, V A/y_i A«v_î Al A ^ . 

/(") = / ^^-4ï -+- / M^TT -+-•••-+- 7 —Ti H H^ M), 

•^ (m — rt)* (z^ — «)«-* (w — a;* u — a 

qui met en évidence la partie principale cherchée. On peut alors 
écrire la formule de décomposition, quand on a fait ce calcul pour 
chacun des pôles situés dans le parallélogramme choisi. D'après 
une remarque que nous avons faite, on peut, dans ces calculs 
comme dans la formule finale de décomposition, remplacer chacun 
des pôles tels que a par un point homologue a -\- 2rrnù -{- ^ntù'. 
La principale difficulté pour la décomposition en éléments 
simples est la détermination des pôles a, 6, ...,/, de même que 
pour la décomposition d'une fraction rationnelle, la principale 
difficulté est de trouver les racines du dénominateur. Nous re- 
viendrons sur ce point au n® oO. 

30. Il ne peut pas exister de fonctions elliptiques ayant dans un 
parallélog^ramme un seul pôle, si ce pôle est du premier ordre. — 
En efiet, si la fonction /(u) n'avait qu'un pôle simple a de ré- 
sidu A, la formule précédente (3i) donnant/(w) ne contiendrait 
qu'un terme AZ(w — a). Mais la somme des résidus étant nulle, 
on aurait A = o et /(u)= Cq. La fonction serait donc une con- 
stante et n'aurait pas de pôle. 

Mais il existe des fonctions elliptiques ayant dans un parallélo- 
gramme deux pôles seulement, simples tous deux, u = a elu = l>. 
En effet, dans cette hypothèse, la formule (3i) comprend deux 
termes et l'on a A -i- B = o ; la fonction /{u) est alors 

f(^u) = Co-hX[Z{u — a) — Z{u-'ù)], 

Il existe aussi des fonctions elliptiques ayant dans un parallélo- 
gramme élémentaire un seul pôle, pourvu qu'il soit d'ordre supé- 
rieur au premier; le résidu relatif à ce pôle est nul. C'est ce qui 
a lieu, par exemple, pour pu qui admet l'origine et les points 
homologues comme pôles doubles de résidus nuls. 

D'une manière générale, les dérivées et les puissances positives 
de pu sont des fonctions elliptiques ayant dans chaque parallèle- 
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gramme un seul pôle homologue du point w = o; ce pôle est 
d'ordre supérieur à i et le résidu correspondant est nul. 

31. Exemple. Décomposition de p^u en éléments simples. — La 
série qui définit pu montre que, dans le voisinage de m = o, on a 

pu = — -l-G(a), 

ce 

G(w) étant une fonction régulière au point o définie par la série 
{^) G(^^) = yT- ^—-- --1. 

Comme G(w) est paire et s'annule manifestement pour m =: o, 
on a, en développant cette fonction en série de puissances dans le 
voisinage de w = o, 

•20 28 



OÙ, conformément aux notations de M. Weierstrass, nous appe- 

20 28 

(36) ^'=3V-^, ^' = 5y'-^ 

^ ^ 20 Jmk W* 28 Jmk W^ 



Ions — et ^ les deux premiers coefficients 



Ces expressions de g^ et g^ s'obtiennent immédiatement en 
développant chaque terme de la série (35) suivant les puissances 
ascendantes de m, par la formule 



(a — w)'^ w^ w^ w* w^ w^ 

puis en ordonnant la somme par rapport aux puissances ascen- 
dantes de u. 

On a donc, dans le voisinage de w = o, 

37) pa= -^-f-^'w2-h^a*-4-..., 

'^ U^ 20 28 

et en élevant au carré 

u* 10 14 
Considérons un parallélogramme des périodes entourant le 



GENERALITES SLR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 3g 

point u = o; dans ce parallélogramme p^u a, comme seul pôle, 
u = o] ce pôle est d'ordre 4 et la partie principale correspon- 
dante est — > d'après le développement ci-dessus. Dans la formule 

de décomposition en éléments simples (34) il faudrait donc 
prendre un seul pôle a = o, puis a = 4î A = A| = A2=o, 
A 3= 1. On a alors 

(38) pui = Do -h ^yu, 

Dq désignant une constante. 

Il est d'ailleurs aisé de vérifier directement cette formule. 
D'après le développement de pu on a, en différentiant, 

^ W3 10 7 



Donc la différence 



M* 10 



4>(a) = p2a— -pV 

est régulière au point a = o, car, dans le second membre les 

termes en- disparaissent. La fonction ^{u) est donc régulière 

dans tout le parallélogramme élémentaire considéré (contenant 
l'origine), et, comme elle admet les deux périodes 2(o et 2 0)', elle 
est égale à une constante Dq. 

La formule (38) est ainsi vérifiée. Pour déterminer la constante, 
on donnera à u une valeur particulière. D'après les développe- 
ments de p^ et de p", on a, dans le voisinage de a = o, 

d'où en faisant w = o, Do= —• On a ainsi la formule 

' 12 

(39) p^u^^p-u^^^. 

On formera de même, à titre d'exercice, les expressions de 
p^ u, p^ Uj ... en fonctions linéaires de p, p', p'', . . . par la for- 
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mule de décomposition en éléments simples. Ces expressions se 
tirent aussi des formules obtenues en différentiant la relation (89) 
un nombre quelconque de fois et tenant compte de la relation que 
nous allons établir entre p et p'. 

32. Relation algébrique entre pu et sa, dérivée p'u. — Multi- 
plions les deux membres de la relation (89) par p' u et intégrons 
par rapport à u, nous obtiendrons une formule qu'on peut écrire 

où G désigne une constante. 

Pour déterminer cette constante, on remplacera encore p, p' 
par leurs développements en série donnés plus haut : on vérifiera 

que les termes en - disparaissent, et en faisant ensuite w ^ o, on 

trouvera C = — ^3 . On a donc la relation 

(4o) p''=4p'— ^ïP — (?3, 

algébrique en p et p'. 

Cette formule donne la dérivée de la fonction inverse de pu. 

Faisons 

p{u) = z, 

d'où l'on tire, en imaginant l'équation résolue par rapport à w, 

Il = argpz, 

c'est-à-dire u égale l'argument dont le p est z. La formule (4o) 
donne alors 

^M _ I 

^^ /423— ^2-5 — ^3 

La dérivée de u par rapport à z est donc algébrique en ^, tout 
comme la dérivée de arc sin>s. 

Comme z est infini quand u est nul, on a 

dz 



(40 



"=*/■ 



formule permettant de calculer u en fonction de z. 
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33. Développements en séries de puissances de pu, l^u, (^u. — 
Les constantes g2 et g^ s'appellent les deux invariants. Ces 
constantes étant connues, on a, comme il suit, les développements 
en séries de p, Ç, d. 

Faisons, dans le voisinage de w = o, 

(42) pw = -5 -f- ît- H- Cj w* -h C3 a* -f- . . .-+-cxM*^~'-+- 

Les deux premiers coefficients sont 

(43) c.= ^, c,= ^-^, 

Les suivants se calculent facilement par voie récurrente en 
substituant le développement de p dans l'équation 

et identifiant les deux membres. On trouve ainsi, pour \ plus grand 
que 3, la formule récurrente 

qui montre que tous les coefficients sont des polynômes en g^ et ^3. 
Ainsi 

(^^) ^*-5rTT2' ^^-2*.5.7.ii* 

Le développement de X^u pour de petites valeurs de u se 
tire immédiatement du précédent par une intégration, puisque 
î^M=: — fpudu] on a donc 

(46) Çw= — h^ — ^C2W^— ^CsaS-h..., 

sans ajouter de constante, car Çw est une fonction impaire. Les 
coefficients de ce développement sont aussi des polynômes en g2 

etgz- 

Les deux développements de p et J^ convergent dans le cercle 

ayant pour centre l'origine et ne contenant dans son intérieur 

aucun point homologue de l'origine. 
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Du développement de Ç on déduit celui de (^ puisque 



du 



= Çw. 



Intégrant et passant des logarithmes aux nombres, on a 

(^u=ue »» ^'^ , 

sans mettre de constante en facteur, car — tend vers i quand ii 

tend vers zéro. Il ne reste plus qu'à développer l'exponentielle en 
série et l'on a le développement de du. On voit que les coeffi- 
cients de ce développement sont aussi des polynômes entiers 
an g2 Qi gz' Voici les premiers termes du développement 

KM) crw-M-h^ ^^^^^ '2^3.5.7""29.32.5.7 «i^S^ô^y.! i •"• 

On trouvera ce développement poussé jusqu'à m^^ dans les 
feuilles de M. Schwarz (^Formules et propositions pour V emploi 
des fonctions elliptiques). Puisque du est une fonction entière 
comme sina, régulière dans tout le plan, ce développement de c^w 
est convergent pour toutes les valeurs de u. Ce développement est 
commode pour le calcul des valeurs numériques de du^ d' u^ d'^ u 
et, par suite, de Ç et p qui s'expriment rationnellement à l'aide 
des dérivées de d 

^ <^' u ^, <s'^ii— du(^" u 

nu = —, p«=-ç« = — — — . 

34. Inversion dans les notations de M. Weierstrass. — D'après 
ces propriétés, si l'on a une équation de la forme 

(48) u= r . ^^ — , 

OÙ g2 et gz sont des constantes données, on en conclut 

(^'^11— (^U(î"u 

z = pu = ï > 

z est donc exprimé en fonction uniforme de m, et l'on peut, à l'aide 
des séries précédentes, calculer la valeur de z correspondant à une 
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valeur de u\ mais ces séries ont le défaut de ne mettre aucune pé- 
riodicité en évidence. On a ainsi une solution du problème de 
l'inversion de l'intégrale (48). Les constantes g2 et g^ peuvent 
avoir des valeurs quelconques, car l'équation 

est vérifiée identiquement par les développements en série ci- 
dessus, quels que soient g2 et ^3. 

Nous verrons plus loin comment, g2 et gz étant donnés, on 
peut calculer un couple de périodes 2(o et 2(0'. 

35. Intégration d'une fonction elliptique. — Pour calculer l'in- 
tégrale 

j f{u)du 

d'une fonction elliptique /(u), on fait comme pour les fonctions 
rationnelles : on décompose /{u) en éléments simples et l'on in- 
tègre terme à terme. Ainsi, dans les notations de M. Weierstrass, 
/{u) peut se mettre sous la forme (34). En intégrant, on a 

— --P(W — «)-^---- 

I .2. . . oc — 1 J 

Par exemple, la formule de décomposition établie pour p^u 
(n° 31) donne 

(49) /p'Mû?M = -p'a-H — a-+- const. 

36. Homogénéité. — Pour indiquer les valeurs des périodes ou 
des invariants, M. Weierstrass emploie les notations suivantes 

oTm = a'(M|a), to') = o'Ca; ^i, ^3), 
pu = p{u\oi, ui') = p{u; ^2, ^3). 

D'après le produit qui définit a'w, il est évident que si l'on 
multiplie (o, (o' et w par un même facteur jx, — ne change pas et 



w 
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l'on a 

(5o) a'(fjLM|fJLa), fjLto') = [xa'(M|u), 0)'). 

Différenliant par rapport à w, on a 

(5i) c^'(iLu[uuiy fito') = ^'{u\(si, a>'). 

Donc 

(52) Ç([iM|fia), [xo)') = -Ç(a|a>, a>'). 

Différentiant encore par rapport à u 

(53) p(fiM|fiu), fiu)') = --p(a|a), o/), 

ce qu'on vérifie d'ailleurs immédiatement sur la série donnant p. 
D'après les expressions de g2 et ^3 par des séries doubles 
(n^Sl) 

^,= a«.3.52 i' ^3 = 2«.5.72 ;^e^ 

quand on remplace (o et (o' par [xw et [xto', wp est remplacé par [jlw 
et ^2 et gz par ^ et ^« On a donc aussi 

[1 [X 



(54) 






^? 



L'expression ^ est une fonction de (o et (o' qui ne change pas 

quand on multiplie (o et (o' par un même facteur arbitraire [x; c'est 
une fonction du seul rapport des périodes. 

37. Cas de dégénérescence. — Quand une des périodes est in- 
finie, (o' par exemple, on a 



£^2= 2'.3.5 7. -; : T' (§'3= 2*. 5. 7 7^ -7 



m^txi^ 



eUcomme on a (n** 15) 

Zànt^^Z^S' ZànT^" 33.5.7 



> 
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il vient 

1 / ic2 \î I / 7C« \a 

Donc on a, dans ce cas, 

Le poljnome 4 2' — g^^ — gz a alors une racine double, el 
rinlégrale 



peut s'exprimer par des fonctions circulaires, comme il était 
prévu d'après les formules du n** 23. En calculant cette intégrale 
élémentaire, on retrouverait ainsi d'une autre manière les for- 
mules du n^ 23 (voyez l'exercice 1, p. 62). 

Quand les deux périodes lo et w' sont infinies, on a g.2=gz = o 
et le polynôme sous le radical a une racine triple. L'intégrale 
devient alors 

qui donne immédiatement 



I 

<s = — • 



in. — Deuxième forme des fonctions elliptiques. Décomposition 

EN facteurs. Conséquences. 

38. Décomposition en facteurs. — Nous allons indiquer main- 
tenant une deuxième forme sous laquelle on peut mettre toute 
fonction elliptique /(i^) et qui est analogue à la forme d'une frac- 
tion rationnelle dont le numérateur et le dénominateur seraient 
décomposés en facteurs du premier degré. 

Cette nouvelle forme résulte immédiatement des théorèmes pré- 

cédents appliqués à la fonction ^ — ^* 

Remarquons d'abord qu'une fonction elliptique a nécessaire- 
ment un nombre limité de zéros dans un parallélogramme des pé- 
riodes. Car, si elle en avait une infinité, il existerait à l'intérieur 
du parallélogramme au moins un point a dans le voisinage duquel 
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il y aurait une infinité de zéros; c'est ce qu'on verrait comme on 
l'a fait au n° 20 pour les pôles. Mais cela est impossible, car, la 
fonction /(m) n'ayant à distance finie d'autres singularités que des 
pôles, ses zéros sont nécessairement isolés (n** 7). 

CeJa posé, soit une fonction elliptique f{u) ayant, dans un pa- 
rallélogramme des périodes, les pôles ou infinis simples «i, 
«2? • • • î «r au nombre de r et les zéros simples 6|, 62? . . . , 6* au 

nombre de s, La fonction — — ^ est une fonction elliptique régu- 
lière partout oxxfiii) n'est ni nul ni infini. Un zéro simple de /(m) 
est pour ^-^ — 7 un pôle simple de résidu i, et un pôle simple 

de f{u) est pour '\. un pôle simple de résidu — i (n° 3). 

On a donc, d'après la formule de décomposition en éléments 
simples, 

jr—^ =c-+--(w-6,)H- ^{u — b^)+.,.-\- -(u--bs) 
(55) i -^ 

( — ~(a — ai)— -(a — aj)— .•— -("— «r), 

OÙ -7 est la fonction î^. En outre, la somme des résidus de 4v— r re- 
latifs à tous les pôles devant être nulle, on a 

s — /• = o. 

Donc : Dans un parallélogramme élémentaire le nombre 
des zéros d^ une fonction elliptique est égal au nombre des in- 
finis. Ce nombre se nomme ordre de la fonction elliptique; 
nous reviendrons plus loin sur cette définition de l'ordre. 

D'après ce théorème, faisons s=^r dans la formule (55) et in- 
tégrons terme à terme, puis passons des logarithmes aux nombres ; 
nous aurons la formule cherchée 

(56) f{u) = a,cu^^^-^0^(^-^^)'"^(^-^r) 

OÙ a est une nouvelle constante. Cette formule met en évidence 
les zéros et les infinis def(u). 

Si la fonction /(?^) a des zéros ou des pôles multiples, 1 
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formule s'applique; il suffit de supposer que plusieurs des points 
6|, 62? • • ' sont confondus en un seul, ou plusieurs des points a«, 
d*^ • • • • > 

Dans la démonstration nous avons supposé que les points a^, 
«2, . . . , ctr] bi, 62, . . ., br sont situés dans un même parallélo- 
gramme. En modifiant convenablement les valeurs des con- 
stantes c et a on peut remplacer un ou plusieurs points a^ ou by 
par des points homologues. Par exemple, considérons le point 



a\ = ai-h 2u>, 



homologue de ai. En remplaçant dans la formule (22) a^ par 
d^ — 2 oj, on a 

tfC a — ai ) = a'( a — a'i -h 20)) = — e«TQ(«-«',+w) a'( m — a',), 

et, par suite 

f(u) = a' ec'u <^iu-b,)<^{u-b^),,,<^(u-br) ^ 

avec 

c' •= c — 2T), a' = — ae^fï^^'i- *^\ 

39. Théorème de Liouville. — Si Von considère les zéros et 
les infinis (Vune fonction elliptique situés dans un parallélo- 
gramme des périodes^ la somme des zéros ne diffère de la 
somme des infinis que par des multiples des périodes. 

On démontre immédiatement ce théorème en écrivant que la 
fonction f{u) sous la forme (56) admet les deux périodes 2(o 
et 2 0)'. Comme on a 

a'(M— a-f- 2 0))=— e2Yi(w-a-Ha))(3'(|^_a), 

1 f(U-\-1iù) ^ 1 \ y 

on voit que le rapport - — j — - — - est égal a 

Ce rapport devant être Tunité, on a 

(57) 2 0(0 + 27) (ai H- «2 + - • •+^/- — bx — bi — , , ,— bj.) = imzij 

« . tA, . T A /"( Z^ -h 2 to' ) 

im n est un entier. Ecrivant de même que ^ = i , on a 

\' -\- ir^' {ax-\- ai-\- ,..-{- ap— bi — b^ — . . .— br) = — irmzi. 
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Éliminant c entre ces deux équations on a, en vertu de la rela- 



TZl 



tion 7^(1)' — ci)7i'= — que nous établirons plus loin, 

(58) aiH-ajH-. . .-H ar — b^ — b^ — . . . — 6,.= 2/nw 4- a/ito'; 

ce qui démontre le théorème, 

La valeur de la constante c est alors donnée par Tune ou l'autre 
des formules (67) ou (Sj'). 

Mais on peut simplifier un peu la formule en mettant à profit 

une remarque faite plus haut. Remplaçons le point a^ par le point 

homologue 

a'i = «1 — 2 m w — 2/10)'. 

La formule donnant /(m) prendra la forme 
où Ton a 

( 59 ) a'i H- a2 -h . . . H- «,. = ^1 H- 6j -h . . . H- ^,.. 

Mais alors, en exprimant que f(u) admet les périodes 2(o et 2o>', 
on a, par un calcul analogue à celui que nous venons de faire, 

2Gw = 2N7Cf, 2Gw' = — 2M7Ui, 

M et N désignant des entiers. On en conclut 

G(Ma)H-Na)')=o. 

Le facteur Mw-f-Nto' ne peut pas être nul, car le rapport —7 
est imaginaire et ne peut pas être égal à — -z^- Donc 

C = o. 

On peut donc toujours mettre une fonction elliptique sous la 
forme 

(60) . .^^ (^{u—bi)<f(u — bi)...(^{u — br) 

^ ^ •'^ ^ (3'(M~a'i)a'(a — a2)... 3'(m — a,.)' 

avec la condition (Sg). On pourrait de même remplacer d'autres 
zéros et infinis par des points homologues : la formule resterait la 
même pourvu que la somme des zéros choisis égale celle des in- 
finis. 
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40. Notations de Jacobi. — La formule de décomposition en 
facteurs s'écrit comme il suit dans les notations de Jacobi. La 
fonction H de Jacobi est liée à la fonction d par la relation 



-^u^ 



\\{u)=\\'{o)e ««^ s'a, 
d'où 

Remplaçant alors (iu par cette expression dans la formule (60) et 
tenant compte de 

«i -H a2-+-»--H- ^^•= ^i-H ^2-^-« ••+ ^n 
il vient 

.^ . -, . .,\l(u — bx)\\( Il — b>,) . ..Wiu — hr) 
(01) /(w)=A^-= r—,. = -r- > 

h! désignant une constante. On a donc, en définitive, la même 
formule fondamentale dans les deux systèmes de notations. 

41. Deux fonctions elliptiques ayant les mômes zéros et les 
mômes infinis ne diffèrent que par un facteur constant. — Cela 
résulte des formules précédentes où le facteur A seul est arbi- 
traire, une fois les zéros et les infinis donnés. 

42. Ordre d'une fonction elliptique. — On appelle ordre d'une 
fonction elliptique le nombre de pôles qu'elle possède dans un 
parallélogramme élémentaire, chacun d'eux étant compté avec 
son degré de multiplicité. Ce nombre est aussi égal au nombre des 
zéros situés dans un parallélogramme (n° 38) : 

Ainsi pu est du second ordre, p' u du troisième. 

La fonction elliptique /( u) étant d'ordre r, la fonction f{u) — C, 
où C est une constante quelconque, est aussi d'ordre r, car les 
pôles de/(u) cl/{u) — C sont évidemment les mêmes. La fonc- 
tion /(?^) — C a donc, dans un parallélogramme, r zéros quel que 
soit C. Ainsi l'équation 

a toujours r racines dans un parallélogramme. La valeur mi- 

A. KT L. 4 
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nimum que puisse prendre r est 2, car d'après le théorème 
du n® 30 il n'existe pas de fonction elliptique du premier ordre. 

Exemple. — La fonction pu est du second ordre. Dans un pa- 
rallélogramme des périodes il existe deux valeurs de u telles que 
p M = G. L'une d'elles étant a, l'autre est homologue du point — a, 
car pu est paire. Ces deux racines sont distinctes tant que les 
deux points a et — a ne sont pas homologues, c'est-à-dire tant 
que l'on n'a pas 

a = m tu -4- /i(o', 

et G = p(ma) + nw'). 

Si les entiers m et n sont pairs tous deux, cette valeur de G est 
infinie : effectivement, l'équation pu = 00 a dans chaque parallé- 
logramme une racine double. 

Si un des entiers /n ou /i est impair, ou si tous deux le sont, 
G est fini : on trouve ainsi, à cause de la périodicité de p, trois 
valeurs différentes de G pour lesquelles l'équation pw — G = o a, 
dans chaque parallélogramme, une racine double. Ges valeurs sont 
les suivantes : 

m impair, n pair, G = poj. 
m pair, n impair, G = jdco'. 
m et /i impairs, G =2 p{iù 4- to'). 

La racine double de pw — G = o est, dans le premier cas, con- 
grue à (0, dans le second à w', dans le troisième à w -|- to'. Ges 
trois valeurs annulent la dérivée p'u : les valeurs correspondantes 
de G sont les trois racines du polynôme 

comme nous le montrons plus loin (n® 46). 

IV. — Exemples de décomposition en facteurs et en éléments simples. 
Formule d'addition algébrique pour pa. Conséquences. 

43. Décomposer en facteurs la fonction doublement périodique 
où V est xme constante. — Dans un parallélogramme des périodes 



GÉNÉRALITÉS SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5l 

pu admet o comme infini double. Donc la fonction admet deux 
zéros dans un parallélogramme des périodes; on voit que ce sont 
les homologues des points u= v el u=: — {> puisque p est paire. 
On a donc 



pu — pv = X 



^^u 



A désignant une constante. 

Cette constante se détermine en multipliant les deux membres 
par u'^ et en faisant ensuite tendre u vers zéro. Il vient 

i = — Ao'^i;. 
La décomposition est donc donnée par la formule 

(6ï) pu-p.= ^j^^-^^ 

44. Formule d'addition pour Ç««. — Si Ton prend les dérivées 
logarithmiques des deux membres de l'égalité précédente, par rap- 
port à M, il vient 

(63) ^'^ =Ç(aH-i^)-hï("-^)— 2Cw; 
^ ^ pu — pv 

puis, en échangeant u et v, 

(64) ^ = ^{u-^v)-ti{u — v)--'it^v; 

\ -^y pu pç 

enfin, en ajoutant membre à membre les deux égalités précé- 
dentes, 

(65) I£:ii^^ = Ç(„^..)_;„_Ç,, 

^ ^ 'A pu — pv 

formule que Ton obtiendrait également en décomposant en élé- 
ments simples les fonctions elliptiques de u qui figurent dans les 
premiers membres. La formule (65) peut être considérée comme 
une formule d'addition pour la fonction l^ii : seulement ce n'est 
pas une formule d'addition algébrique, car Ç(w-H(^) n'est pas 
une fonclion algébrique de Çw et ^p. 

45. Formule d'addition de la fonction pu. — Si l'on différentie 
par rapport à u les deux membres de l'égalité précédente, on 
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trouve 

c'est une formule d'addition algébrique pour pu. En y remplaçant, 

après la dérivation, p'^u par sa valeur 6p^u — — (éq. Sg), on ob- 

tient p( M 4- (^) en fonction rationnelle de p w, pi', p'u et pV. Si, 
ensuite, on y remplace p'u et p'v par leurs valeurs respectives en 
fonction de pw et pt^ 

on obtient p(M + i^) en fonction algébrique de pw et pv. 

Autre forme de la formule d^ addition. — On a, en effectuant 
la différentiation (66), 

, X I P w I {p'u — p' v^p' u 

1 pu — pv 2 {pu — pv)^ 

permutant 2^ et (> on a de même 

2 pU — pV 1 {pU — pv)^ 

Ajoutons membre à membre et remarquons que 

p''u-p''v={S{pUi^p^i^), 

d'après l'équation (Sg), il vient 

(67) p("+«')=K7i^y-^"-^''' 

qui donne p{u-\- v) par une formule où la symétrie, par rapport 
aux deux lettres u et ç», est en évidence. 

En différentiant par rapport à m et remplaçant p^' u par 

6p-u — -^2j on a de même une formule d'addition pourp'(M-+-ç;), 

exprimant cette fonction en fonction rationnelle de pw, p'w, ps?^ 
p'v. Une nouvelle différentiation donnera une formule d'addition 
pour p"; etc. 

46. Décomposition de p'u en facteurs. — La fonction p' u s^ 
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dans un parallélogramme élémentaire, un pôle triple qui est le 
point w = o, ou un point homologue. Cette fonction est donc de 
troisième ordre. Elle a, dans un parallélogramme, trois zéros que 
nous allons déterminer. Pour cela, partons des relations 

p'(a-H 2u>) = p'a, p'(m-+- 20)')= p'w, 
p'{u -{- 2W -t- 2 0)')= p'a. 

Faisant dans la première de ces formules u:= — w, on a 

P'(w)=p'(— o)); 

comme d'autre part p' est impaire, 

p'(a)) = — p'(— o)), 

Donc p'(ci))= o. De même p'{(ù')=o. 

Enfin, en faisant dans la troisième formule u= — w — w', on voit 
que p'(a) + (o')= o. Prenons un parallélogramme élémentaire 

Fig. 4. 



très voisin de celui dont les sommets sont o, aw, 2o>', 20) + aw' 
et contenant o dans son intérieur. Alors, dans ce parallélogramme 
tracé en traits pleins, la fonction a le pôle triple o et trois zéros 
nécessairement simples w, o>', w + to'. La somme des zéros 2 w + 2 w' 
ne dilTère de la somme des infinis qui est o que par des multiples 
de périodes. 

Remplaçons le zéro w + to' par son homologue — w — w'; alors 
la somme des trois zéros w, w', — w — w' est égale à la somme 
des trois infinis qui est nulle et Ton a 

, . (^(11 — M^cïiu — 0)') 3'(^^ -h to -h 0)") 
p' w = A . 

Pour déterminer A, on peut multiplier les deux membres par u^ 
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puis faire tendre u vers o. Comme dans le voisinage de o on a 

p' U = '- -\- fonction régulière, 

le premier membre devient — 2; comme — tend vers i, lèse- 

I 

cond membre devient 

A 3*0) S'a)' a* (w -h O)') 
et l'on a 



p M= — 2 



^bi c'a)' <^{u}-{-tsi')^^u 



Voici quelques conséquences des résultats précédents. Nous 
avons établi la relation 



ï'i F/ — /C n3 #/ _ 



Appelons ei, <?2i ^3 les racines du polynôme 4^'— ^^a^ — ^3? 
alors 

(68) p'^u = i(pu — ei)(pu — e2)(pu^e3). 

Comme p'u s'annule pour u = (i>, u=:(ù-\-to', m = w', les 
quantités e< , ^i, e., sont égales à pw, p{iù ^- w'), pw', 

(69) ^i = pto, e2=p(a)-ha)'), 63= pw'. 

Il est évident, d'après la formule (68) qui donne p'^M, que le 
second membre de cette formule est le carré d'une fonction uni- 
forme : nous vérifions plus loin (n® 48) que chacune des diffé- 
rences pu — Ci^ pu — ^2, pu — ^3 est le carré d'une fonction 
uniforme. 

47. Effet de l'addition d'une demi-période à l'argument de pu, 
— Dans la formule d'addition (67) faisons (^= to, en remarquant 
quep(i) = e<, p'(i) = oet en tenant compte de l'expression (68) 
de p'2. Nous obtenons 

r.r,/-i-i.\ ^ _ (gl~g2)(gl — ga) 

pu — ei 

De même, en faisant dans la formule d'addition p = w 4- o>' ou 
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i^ = co', on trouve 

P( M 4- tO -t- W ) — gj= * 

pu — et 

P(M-+-W ) g3= • 

J3 a — g3 

48. Expressions de p a — gx- Fonctions a*!, s*,, (Ta- — Dans la for- 
mule (62) établie plus haut 






DM — ps? = ^ — — . r 



faisons v = (o, nous aurons 

a'(M-i- 0)) o'Ca — w) 



pw — po) = — 



3*^ ?^ 3** w 



mais, d'après les propriétés de la fonction c^, on a 

^(if-h 0))=— gî^" 3'(W — W), 

comme on le voit en changeant dans la première des formules (22) 
u en u — (0. On a donc 

(70) P W — P 0) = g'^l** ; ^.- . 

On trouve de même 

(70) pw — pa)'= e»^»*— r -— /• 

Enfin, dans la relation (62) faisons (> := w -f- w' ; il vient 

PW-p(w-+-a>') = ^ ^2 ,.^2/ \ '^ -' 

OU d'après la formule (23), dans laquelle on change u en u — w — o>', 

(71) Pe^-p(c. + co') = g2(tl^ri').J!li^I^ 

Les trois différences considérées sont donc bien les carrés de 
fonctions uniformes. M. Weierstrass emploie une notation 
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spéciale pour désigner ces trois fonctions. 11 fait 

^^l" ^(lO — II) 



O'iM = 



c'a) 



(/*) {<^iU = ; , 



C^iU=: 



e^>a'Cw'— u) 



s'a)' 
Avec ces notations, on a 



2 



ox /<5'iM\2 /3'îW\« /^3U\ 

73) pa_.,= ^_j, pu^e,= ( — ), pa-.3=( — j 

(74) P»=-2 jj^^ ; 

le signe à prendre en extrayant la racine est — , comme on le voit 
en multipliant les deux membres par u^ et faisant tendre u vers 
zéro. On retrouve ainsi, aux notations près, la formule établie 
directement dans le numéro précédent pour la décomposition de 
p'u en fadeurs. 

49. Toute fonction elliptique /(u) aux périodes iiaei ita' est une 
fonction rationnelle de pe^ et p'u. — Nous établirons ce théorème 
comme une conséquence du théorème d'addition et de la formule 
de décomposition en éléments simples 

/( w ) = D -+"2 [^ A r ( a — a ) -h A , p ( a - a ) - :^ p ' ( ^ - « ) — . . . 



(-')^- \...^(;-o ^"^"^^"-"^]- 



la somme étant étendue à tous les pôles. Tout d'abord la formule 
d'addition pour pu (n° 45) montre que p{u — a) est une fonc- 
tion rationnelle de pw et jd'm. En différentiant cette formule on 
voit que p'{u — a) est une fonction rationnelle de pu, p'u et 
plUi\ mais, comme 



p"M = 6p2w— ^, 

2 
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p'(u — a) est une fonction rationnelle de p m et p'u. On voit de 
même, en différentiant de proche en proche, que p"{u — a), . . . , 
p(a-2) ^^ — ^^ sont des fonctions rationnelles depuel p'u. Restent 
les termes tels que Ç(m — a), La formule d'addition pour la fonc- 
tion ^ (n^ 44) dans laquelle on remplace v par — a donne 

î(a — a)= Ci* — ÇaH- - ^ ^-— ; 

1 pu — pa 

on a de même ^{u — 6), . . . , Ç(w — /). Si Ton porte ces valeurs 
dans la formule de décomposition en éléments simples, on voit 
que, dans la somme 

(75) AÇ(£« — a) + BÇ(M — è)-t-...-hLÇ(a — /), 

étendue à tous les pôles, le terme en ^u disparaît à cause de la 
relation A + B4-...-f-L = oet la somme (76) est une fonction 
rationnelle de p w et p' u. 

Le théorème est donc démontré. 

Remarque, — Comme on a 

on peut, dans une expression rationnelle enp etp', éliminer toutes 
les puissances de p' supérieures à la première en remplaçant toutes 
les puissances paires de p' par des polynômes en p. On met ainsi 
toute fonction rationnelle de p et p' sous la forme 

^{p)-^p'Q(p) 
Pi(p)-+-p'Qi(p)' 

où p, Q, P|, Qi sont des polynômes entiers en p. 

Multipliant et divisant cette expression par P|(p) — p'Qi(p) 
et remplaçant p'^ par sa valeur en fonction de p, on voit que toute 
fonction rationnelle de p et p', c'est-à-dire toute fonction elliptique 
peut se mettre sous la forme 

/(a) = K(p) + p'R,(p), 

R et R< étant des fonctions rationnelles. Il en résulte 

/(-w) = R(p)-p'R,(p), 
car p' est impair. 
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En particulier, si f{u) est une fonction paire, /( — u) doit être 
égal à/(w) et R| (p) identiquement nul. Alors 

/(u)=R(p). 

Si/(w) est impaire, /(— u) doit être égal à —/(m) et R(p) 
identiquement nul. Alors 

/(a) = p'Ri(p). 

Ainsi une fonction elliptique paire est une fonction rationnelle 
de pw; et une fonction elliptique impaire est égale à une fonction 
rationnelle àe pu multipliée par p' u. 

Par exemple, p(2m), p(3m), ..., p(/iM)(/i entier) s'expriment 
rationnellement en fonction de pu. On a ainsi des formules ana- 
logues à celles de la multiplication des arcs en Trigonométrie, que 
le lecteur établira sans peine par l'application répétée de la for- 
mule d'addition. 

De même p' {nu) est égal k p'u multiplié par une fonction ra- 
tionnelle de pu. 

50. Remarque sur l'intégration d'une fonction elliptique sup- 
posée mise sous la forme d'ime fonction rationnelle de p et p'. — 
Soit la fonction 

/(u) = R(pu)-hp'uKi(pu), 

où, comme précédemment, R et R, désignent des fonctions ra- 
tionnelles de pu. On aura 

I f{u)du = j R(pu)du -^ I p'u Ki(pu)du. 

La deuxième intégrale du second membre se ramène immédia- 
tement à l'intégrale d'une fonction rationnelle, car si l'on fait 
pu = z elle devient 

Ri(^) dz; 



f' 



on sait calculer cette intégrale. Pour obtenir la première intégrale 
du second membre, on commencera par décomposer la fonction 
rationnelle R de pw en fractions simples, en considérant pu 
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comme la variable 

A A, Aï B 



pu — a {pu — a;* {pu — a)* pu — p 



• • > 



Cqj C\ ^ • • • . Cy* A.J x\.| ^ -^2) * * * 7 "^7 * * * 1 ^9 P; • • • étant oes con-* 
s tan tes. L'intégrale de la partie entière en pw s'obtient aisément, 
car on sait (n® 31) exprimer p^u^ p^u, . . ., p^u en fonctions li- 
néaires à coefficients constants de pw et de ses dérivées p'u^ 
p"Uj . . . , de sorte que cette partie entière s'écrit 

Co-H Cip u -^ Cip' u -^ C^p" u -^ . . .; 

son intégrale est immédiatement 

CqU — GiÇm -t- Cipu -+- C^p'u -4-. . .. 

Les intégrales des termes suivants s'obtiennent aussi en décom- 
posant ces termes en éléments simples. Pour cela on détermine 
d'abord des constantes a, 6, . . . telles que 

pa = a, p6 = p, 

Nous avons donné (n** 44, formule 64) la décomposition en élé- 
ments simples de — ~ : nous écrirons cette formule 

^ pu^pv 

On en conclut, en changeant v en a, 

/du I r, (^(u — a) ^ 1 

pu — pa p^L a'(aH-a) J 

DifTérentiant ensuite la formule (76) par rapport à ^ et divisant 
par pV, on en tire la formule de décomposition en éléments 

simples pour- — : difierentiant cette nouvelle formule par 

r r {pu^pv)^' ^ 

rapport à v on en lire de même la décomposition en éléments 
simples de 7 -9 • • • et ainsi de suite. Dans ces formules on 

fera v = a et l'on en déduira immédiatement les intégrales 

/ du r du 

{pu — paY^J {pu^pa)^' "" 
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51. Entre deux fonctions elliptiques f{u) et fi{u) aux mômes 
périodes existe une relation algébrique. — En eflet, si l'on fail 

X=fiu), Y=/,(w), 

X et Y sonl, d'après le théorème du n" 49, des fonctions ration- 
nelles 

(77) X = R(p,p'). Y=Ri(p,p'), 

des quantités pu el p' u liées par la relation 

(78) p'* u = 4p3 u — gtPU — gs. 

L'élimination de p et p' entre les relations (77) et (78) donne 
évidemment une relation algébrique entre X et Y 

F(X, Y) = o. 

La courbe (C) définie par cette équation est, en général, du pre- 
mier genre. C'est ainsi que si l'on fait 

30 = pu, y = p'ii^ 

on a entre ^ et^ la relation 

définissant une cubique (c) sans point double, sauf dans le cas 
de dégénérescence. Les coordonnées X et Y d'un point de la 
courbe (C) sont des fonctions rationnelles des coordonnées x eiy 
d'un point de la cubique (c). 

On peut, en général, indiquer le degré de la relation entre X 
et Y. Si f{u) est d'ordre /• et f{{u) d'ordre Ti, la relation 
F(X, Y) = o est de degré r^ en X et de degré r en Y. 

En effet, X étant donné, la formule 

donne, pour m, r valeurs dans un parallélogramme ; à chacune de 
ces r valeurs, la formule 

Y=/i(«) 
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fait correspondre une seule valeur de Y. Donc à une valeur de X 
correspondent r valeurs de Y et Téqualion F(X, Y) = o est de 
degré /* en Y. On voit de même qu'elle est de degré r^ en X. 

Par exemple pu est du second ordre, p' u du troisième ; aussi 
la relation algébrique entre ces deux fonctions est du second 
degré en p' et du troisième en p, , 

52. Toute fonction elliptique /( u) admet un théorème d addition 

algébrique. — En effet f{u) est une fonction rationnelle àe pu 

et p' u 

/(u)= R(pM, p'u). 

De même 

Formant ensuite /(u -H v) qui est une fonction rationnelle de 
p(u 4- ^) et p'{u + (^), et exprimant p{u -h i>) et p'{u 4- ^) en 
fonction de pu, p(^, p' u, p'{> par les formules d'addition, on voit 
qiie/(u-{'V) est une fonction rationnelle de pu, pç, p' u, p'r 



D'ailleurs 



/(M-hi>)= Ri(pu,pv,p'u, p'v). 

p'Ul = i^p'^U — gipU— ^3, 



L'élimination de pu, pv, pu, p'v entre les cinq équations pré- 
cédentes fournira une relation algébrique entre /(u -\- (^), f{u) 
el/h). 

La réciproque de ce théorème est vraie en ce sens que : 
Toute fonction anal)' tique uniforme transcendante qui a un 
théorème d'addition algébrique est nécessairement une fonction 
simplement ou doublement périodique. Nous nous bornons à 
énoncer cette proposition, dont la démonstration nous entraînerait 
en dehors du cadre de cet Ouvrage. 



(6) 
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1. Démontrer les formules suivantes que nous empruntons aux /'ormu/e; 
et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques, d'après les Le- 
çons de Weierstrass, rédigées par M. Schwarz, traduites par M. Padé. 

Dégénérescence. — Quand (u'= », (o étant fini et différent de zéro, on a 

9£> 
(I) p« = ( — 1 : ( — ) = -^JL=r^ - ^, 



„ = (jlY 1 - / — V= ^' 



^^1 






\ —— = col h ^ ( I M, 2X^0) = 

\ ^U 20) 2W 0\20i/ 

(3) 



= COt h^( 1 M, 

O^Z^ 20) 20) 0\20)/ 

1 /MTt \« 

- ( STT ) 2 0) . W TT 



2X^0) = — -, 



T. 20) 



On le démontrera en rapprochant les formules des n°* 23 et 37. 
Formules d^ addition pour pu et conséquences. 

^-^ '^^ ^ *^ 2 0'M\p«^ — pV / 1 Oi' \ pu pi? / 



(^) =P'* • .W.w,_no^^ 



(3) =P^-+- 



(4) p(a±:p) = 



•2(p«^ — pi>)^ 

(6p'i^ — {^2)(pw — pt')-+-4p't^--^2pt^ — ^aq^p'wp^- 



l{pUpV'-lgi)(pU-hpi')-g3ipp'up'v 



(5) =-1- =^=-^^ — P'^-P^- 

^ ^ 4L p^^ — p^ J 

2(p w pt' — i ^2)(p w -f- pi^)— ^..^ ifc p'm p'r 



p(wiht^) 2{pupv-\-\g.i)i-]-ig3(pu-hpv) 



. , . '^(pupv — \g.)i,pu-\'pv)—g^ 

(7) p(^e + p) + p(e^-i^)= (p,,_p,). ^ 

(8) ='^PW— ^ïog(pw — p(.)=2pp-— log(pie — pt 



(9) 
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; (lo) p{u-hv)p{u — v) 

p'(uzhv): 



pv) 



{^pu — py ) ^"' ^^ 

(pupv-\-\^iy-hgApu 

ipu — pv)^ 



•p^)^ 



(II) 






I 



- I p a 



iKP^ — pf^r ^ 

L(p«— p^)' 2 (pw — pp)«J^^* 

f (la) 4[p(w)H-p(i')-Hp(M 



(i3) 



(i4) 



(i5) 



■■ Vpw — p^/ LpC'* 

p'u — p'v __ —p'(u-^v)—p'(v) 

pU—pV~ P(WH- t'}— P(^) 



p(W + p)— p(i>) 



T' 



P(mh-p}— pC^^) 



I 



pu 
pi> 



« P(w 

P(2M)= T— ; ^ 

4P^W — ^2P«^- 



p'w 
pV 

O -P'(" 



O 



o, 



■^SPM 



^""^ Jiiî^^^p'"- 



Par l'intégration on déduit de la dernière formule 



(i6) 



c^'(2u) (y' Il r p"u 
— ^ 1 = ^ [- — ? 

<^{'àu) cfu ^ p' u 



(fiiu) 



= — p u, 



Cf(lU)= 0**^ ;t^ 



= 2a'a(a"M)3 — 3c3'2m 3"m j*" w + 0*3 w o"" m. 



2. Le déterminant 



A = 



r pw p M 
I pv p'v 
I pw p'w 



où u, Vy w sont trois variables indépendantes, a pour valeur 

(j(v — w)(3'(iV — u)'^{u — v) (^(u-^ V -\- w) 

Pour le démontrer remarquons que ce déterminant, considéré comme 
une fonction de m, est une fonction elliptique d'ordre 3 ayant le pôle triple 
M = o et les points homologues. Cette fonction a manifestement les zéros 
V et (j^, car si l'on fait u = ç ou u = w deux lignes sont identiques. Le 
troisième zéro de la fonction est donc homologue du point — {v -i- w), car 
la somme des zéros ne diffère de la somme des infinis, qui est nulle, que 
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par des multiples des périodes. On a donc 

A = C — 9 

G désignant une constante indépendante de u. Pour la déterminer on mul- 
tipliera par a' et l'on fera a = o. Le produit w'A tend alors vers 2(pc — P^)j 
et le second membre tend vers 

Donc 

pç^pw 



G = 2 



a'p a'iv (^{i^ -h w) 



Décomposant alors pv — pw en facteurs (n° 43) on a la valeur de G et 
Ton obtient la formule indiquée (*). 

3. Fonctions «r,, <r,, o*,. — Les équations 

(I) v/p^^-^=7^' ^^""^»=^^' v^'^-^'=-^ 

définissent les trois racines carrées en fonctions uniformes de u. Si Ton 
donne successivement à la variable u les valeurs 

U), = 0), (i)j = W -I- w' = tO*, 0)3 = 0)', 

on obtient les équations 

> 0*210 rf«3'0i' / O'sW e-VW3'(u' 



0*10 o'oi j'w* 0*0) a'o)a'o>' 



o'oi' o'oio'o)'' '^ "^ "• ^w' 3'o)'a'ai'' 



0*0) 


a'sw' 


^w' 


C^jO)' 



par lesquelles sont déterminées sans ambiguïté les valeurs des six racines 



0) 



carrées. Dans l'hypothèse que le coefficient de i dans — est positif, on a, 
entre ces radicaux, les relations 

/es — «2 = — i yei — e^, 
(3) { /e3— 61 = — i^ei — ez, 

y €2 — €i=z — iyei — e^. 



(*) Voyez, pour des formules de ce genre, Hermite, Journal de Crelle, t. 84. 
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Relations entre les carrés des fonctions a*, 0*1, o^j, ^3. — Les relations 

3'«M 



pw — ex=^::^ (X = i,2,3) 



donnent, par Télimination de pu, les formules 

0*1 a — ^\u -i-(ei — e8)<3''w = o, 

a\u — <^\u-\'{ez — ei)3'' w = 0, 

(^\u — 5*1 w-t-(ei — ei)3'«a = o, 

(«2 — e^) ^\u -^-{ez—' ex) ^\u -{-{e\ — ^j)a'J a = o. 

Dijfférentiations des quotients de fonctions a*. — L'équation 

, cTxmCmWO'vW 
(i) pw= — 2 ^- 

donne pour les fonctions 

, . s'a ^^u ^lu 

( 2 ) > j » 

3^XW ^yU ^u 

les équations différentielles suivantes 

d a'w _ o'jxM cp'vW 

(3) /; 

d '^u.u (fiu cf u d <^\u ^u.u (^yU 

du ciyfU ~ ^ ^ 0*7 a c'y w du du (^u eu 

Exemples de décompositions en éléments simples. 

1 p' u <^\u du d . d\u 

2 p w — ex 3'x u du du ^ du 

2 (pw — eji.)(pa — ev) o'jj.a 3'vW ^/w °a'va' 

C) = -5- = lOff <TX W, 

p M — e\ ' du d\u du^ ° 

4. Soit cp(M) une fonction elliptique du second ordre aux périodes 2 tu 
et 2(o'. Si cette fonction admet, dans un parallélogramme des périodes, un 

seul pôle double M = a avec la partie principale - — — - — -, sa dérivée 

^'(w) admet dans un parallélogramme les trois zéros a = a -+- o), p = aH-a)', 
Y = a H- U) H- U)' et l'on a 

A. ET L. 5 
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Ces théorèmes se démontrent soit en exprimant (p(u) à Taide de pu 

cp(a)=Ap(M — a)-+-B, 

soit en remarquant que 

cp(2a — M) = <p(a), 
d'où, en différentiant, 

<p'(2a — w) = — cp'(a); 

relation qui montre que cp'(M) s'annule pour m = a, m = p, m = Y> car elle 
donne, par exemple, cp'(a) = — «?'(«)• 

Si (p(u) a, dans un parallélogramme, deux pôles simples a et 6 de résidus 
A et — A, ^'{u) admet dans un parallélogramme quatre zéros 

a-\- b a -^ b 

1 2 



et l'on a 



a -h b , a -\- b , 

11^ == h w , ^4 = h w H- eu , 

2 2 

On le démontrera en établissant la relation 

cp(a-i-6 — u)= (f{u) 
et, par différentiation, 

o'{a -h b — m) = — ^'e^)' 

5. Démontrer que Ton a, quels que soient les arguments a, b, c, ûf, la 

relation 

a'(a-+- ^»)3'(a — 6)3'(c-f- d)cf{c — d) 

— a'(a 4- c)a'(a — c) j'( 6 -4- û?) a'(6 — û?) 
4- a'(a 4- ^)a'(a — d) ^{b -\- c) :f{b — c)^ 

désignée quelquefois sous le nom adéquation à trois termes. — Elle ré- 
sulte de l'identité 

(A — B)(G-D)-(A — G)(B — D)4-(A — D)(B — G) = o, 

où Ton fait 

A = pa, B=pb, G=pc, D = pd 

et de la formule 

(S'en -h- v) cf(u — v) 
pu — p (' = — ^^ • 

6. Démontrer qu'il existe une relation linéaire et homogène entre les 
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fonctions 

c'(M-h a) a'(w — a), a'(aH- 6)3'(m — ^), cf(u-h c)cf(u — c). 

La fonction 

P :f( Il -^ h) '^(n — b) -^ Qcfju -h c) '^(u — c) 
(^{u-\- a) (^{u — a) 

est une fonction doublement périodique ayant deux pôles dans un parallé- 
logramme des périodes; on peut déterminer le rapport des constantes P 
et Q de façon que le numérateur s'annule pour u = a; P et Q étant ainsi 
déterminés, la fonction se réduit à une constante. 
On retrouve ainsi la relation précédente. 



►Ox^ 



CHAPITRE III. 

ÉTUDE DES VALEURS RÉELLES DE p m LORSQUE w EST RÉEL 
ET w' PUREMENT IMAGINAIRE. APPLICATIONS. 



51. Dans la théorie générale que nous venons d'exposer, les 
périodes 2co et 2co' sont des constantes imaginaires quelconques, 
assujetties à la seule condition que leur rapport soit imaginaire. 
Un cas particulier des plus importants, qui se présente fréquem- 
ment dans les applications, est le cas où l'une des périodes âco 
est réelle et l'autre aco' purement imaginaire, c'est-à-dire égale au 
produit de i par un nombre réel. Comme on peut toujours 
changer le signe des périodes, on peut prendre 2 co positif, alors 2 co' 

étant supposé purement imaginaire, —7- sera positif aussi, car 

lu' 

nous avons fait la convention que, dans le rapport — > le coefficient 

de / est positif. 

C'est ce cas que nous allons examiner en détail, pour faire 
ensuite quelques applications géométriques et mécaniques. Pour 
que ce cas se présente, il faut et il suffit que les racines ^i, 62, e^ 
soient réelles. 



w' 



I. — Valeurs réelles de dm quand to et -7- sont réels et positifs. 

i 

52. Les invariants ^2 et g 3 sont alors réels. — Si l'on suppose co 
et -r réels et positifs, les invariants 



(l) J° Jmà W* ^ ^ J^ w^ 

cv = 2mto -t- 2/îto', 

sont réels. En eff*et, à toute valeur imaginaire de w correspond 
pour \rV une valeur imaginaire conjuguée, puisqu'en changeant le 
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signe de n on change le signe du coefficient de i. Dans chacune 
des séries précédentes, les termes qui correspondent à deux valeurs 
imaginaires conjuguées de w ont une somme réelle : on en conclut 
que g2 et ^3 sont réels. 

53^ Valeurs réelles de l'arg^ument. — En raisonnant de même 
pour chacune des séries 

où l'on suppose u réel, on reconnaît que pu et p'u sont réelles 

quand l'argument u est réel. 

Les valeurs de u qui rendent la dérivée nulle ou infinie sont de 

la forme 

/ni(o -4- /iito', 

m, et n, étant des nombres entiers. 

1** Lorsque u croît de o à co par valeurs réelles, p'u varie d'une 
manière continue et ne change pas de signe; pour u positif et très 
petit p'u est très grande, en valeur absolue, et négative puisque sa 
valeur principale est 

pour M = (0, p'u s'annule. 

Donc, quand u croît de o à (o, la dérivée est constamment né- 
gative, et elle passe par toute valeur négative; la fonction pu 
décroît constamment depuis +00 jusqu'à po) = ei . Cette valeur e< 
est réelle. 

L'équation 

montre alors que u croissant de o à (o, c'est-à-dire pu décroissant 
de 00 à ^r, le polynôme ip^u — g^pu — gz ne s'annule que pour 
U'=iù c'est-à-dire pour pu = et. Le polynôme 4^* — §2^ — ^3 
n'a donc pas de racine réelle supérieure k e^ : la plus grande 
racine de ce polynôme est la valeur que prend p m, quand u égale 
la demi-période réelle. 

L'argument u variant toujours de o à (o, p' w est négatif, et l'on a, 
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en extrayant la racine, 

ou, en posant x = pu, 

dx 



du=^—' 



V^4a7»— ^ja? — ^3 



Comme a: décroît de oo à ei quand u croît de o à co, on a, en 
intégrant par rapport à e^ de o à co et par rapport à ^ de oo à ei , 
par valeurs réelles, 



to = 



2^ Supposons maintenant que 2^ est réel mais n'est plus compris 
entre o et (o. Les égalités 

p (— m) = p M, p'(— m) = — p' W 

montrent d'abord que, quand m varie entre — co et o, pw est réel 
et plus grande que e\^ p' u est positive et prend toutes les valeurs 
positives. 

On peut toujours ramener un argument réel à être compris 
entre — co et (o, en retranchant de cet argument un multiple de la 
période 2 w ; les résultats précédents s'énoncent ainsi : 

Quand l'argument u est réel la fonction pu et sa dérivée p u 
sont réelles. La valeur de pu est plus grande que e^ et le signe 
de p'u est celui de ( — i)'"+*, si Von a 

/na><M<(/?n-i)to, 

m étant un nombre entier. 

54. Argument purement imaginaire. — Quand l'argument u est 
purement imaginaire, la fonction pu est réelle et p' u purement 
imaginaire. C'est ce qu'on voit immédiatement en se reportant 
aux séries. En effet, si l'on fait u = jV, en supposant {> réel, la 
série pu donne 

=-i-y'\ ! î-1. 
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Dans cette dernière série iVv = 2mico4- am'/w'; elle définit 
donc, au signe près, la fonction p{^) construite avec les périodes 
iw' et /co, ou avec les périodes — «co' et iw, car on peut changer 
le signe d'une des périodes. On a donc 

(2) p(tV|to, a>') =— p ( (^ -r, twj. 

La fonction p(îV|ci), w'), où l'argument est purement imagi- 
naire, est ainsi ramenée à une autre fonction p à argument réel {>, 

construite avec les périodes — et iw dont la première est encore 

réelle et la seconde />wre/we/i^ imaginaire avec un coefficient de / 
positif. Donc, quand u est purement imaginaire, p{u) est réelle. 
Cette formule (2) est un cas particulier des formules d'homogé- 
néité établies au n° 36 : on l'obtiendrait en prenant (jl = i. 

Les nouveaux invariants relatifs aux nouvelles périodes -:- et itù 

se déduisent des expressions (1) en y remplaçant w par i{v\ ils sont 
donc égaux k g^ el à — g^. On peut donc écrire aussi 

Si l'on prend les dérivées par rapport à v dans les relations (2) 
et (3) on a 

p'(iV|w, a>')=: ip'lv j, ta)j, 
P'(**^;^2, ^3)= i?'{^\ ^2, —^3). 

Donc, quand u est purement imaginaire, p'{u) est purement 
imaginaire. 

La fonction ^^jd((^ -^^ {ù\=p{y\ g2^ — ^3) vérifie l'équation 

(J)' = p''(0 = 4r^-^27H-^3; 

le polynôme en y qui est dans le second membre admet pour ra- 
cines — e<, — ^2? — ^3- D'après ce que nous avons vu dans le 
numéro précédent, quand v varie par valeurs réelles de o à la 

demi-période réelle — ? la nouvelle fonction p((^) décroît constam- 
ment par valeurs réelles de oo àp( -;- — > ïw j qui est la plus grande 
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racine — e^ du polynôme 4^' — g2y -h gi» L'on a de plus 

Donc, quand a = w varie par valeurs purement imaginaires 

de oàco', la fonction a:=p(w| Cl), co'), qui est égale à — J>( ^ -=■» 'w)i 

. cro// constamment par valeurs réelles de — oo à p(co'|co, co'), 
c'est-à-dire de — oo à la plus petite racine e^ du polynôme 

D'une façon générale, en appliquant à la fonction p ( ^ — > w ) et 

à sa dérivée ce que nous avons vu dans le numéro précédent, pour 
un argument réel, on a le résultat suivant : 

Quand ^argument u est purement imaginaire, la fonc- 
tion pu est réelle etplu est purement imaginaire, la valeur de 

la/onction pu est négative et toujours inférieure à e^ ; -.p^u) 
a le signe de ( — i)*""*"* si l'on a 

W-r< — <(/nH-l)-r> 
Il ^ l 

m étant un nombre entier. 

55. Racines e^ et, e^. — Parmi les racines du polynôme 
4x' — g2X — gi la plus grande et la plus petite sont donc 

^1 = P(witt>, to'), 63 = p((o'|to, to'). 

Ces deux racines étant réelles et les invariants g^ et g^ étant 
réels, la troisième racine ^2 est réelle aussi : elle est comprise entre 
les deux précédentes et a pour valeurs 

Ainsi, en désignant, comme nous l'avons fait, par ^i, ^2» ^1 les 
racines qui correspondent aux demi-périodes w, (o -h co', co', 00 a 

56. Autres Taleurs de u rendant pu réelle. -^ Nous trouverons 
d'autres valeurs de l'argument faisant prendre à la fonction des 
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valeurs réelles en considérant les développements de p(w + o/) 
et de p[u-+- (o). 

1° Argument w-h-co', u étant réel. — D'après la définition 
même de pu, on sl 

v=dbi, ±3, ±5, .... 

Lorsque u est réel, si l'on change v en — v dans un terme ima- 
ginaire de la série, on obtient un autre terme imaginaire conjugué 
du précédent et la somme de ces deux termes est réelle. Donc 
p(a4-ci)') est réel quand u est réel. On voit, de même, que la 
dérivée 

est réelle. 

Quand u croît par valeurs réelles de o à co, w -f- co' varie de co' 
à O) -f- co' et p\u + 0)') ne devient ni nul, ni infini, sauf pour les 
valeurs extrêmes qui annulent toutes deux p'(M + o)'). Ainsi 
j3'(w + co') garde un signe constant : p(M + (i)') varie toujours 
dans le même sens. Or, la valeur de cette fonction pour w = o 
estes; pour w = o), elle est e^^e^. Donc p(w-hw') croît constam- 
ment de ^3 à ^2' 

D'après cela, le signe constant de la dérivée est le signe 4-. 
Comme cette dérivée part de zéro pour revenir à zéro et reste finie 
elle a un maximum. 

Ainsi, quand u crott de o à tù^ p(u -f- co') est réel et croît 
de ezà e2] la dérivée p\u + w') est réelle, positive et inférieure 
à un certain maximum. 

On en conclut une seconde expression de la période réelle 2ci). 
En efiet, en faisant 

P(m -\- iù') = X, 

on a 

, dx 

du = • , 

et quand u varie de o à co, x varie de e^ à ^2 par valeurs réelles ; 
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on a donc, en intégrant par rapport à a de o à (o, et par rapport 
à ^ de ^) à 62, 

2® Argument it — w, / étant réeL — Considérons enfin un 
argument de la forme — co + /V, t étant réel. Dans la formule 



faisons /V = — co 4- it^ 

p( — a> -+- l/|w, Cl)') = — p( ^-h toi -r-> itu j. 

la fonction qui est dans le second membre rentre, à un change- 
ment de notation près, dans le cas précédent. 

Quand t varie de o à — cette fonction varie constamment dans 

le même sens : il en est de même de la fonction p( — (o + ï/jo), to'); 
or, cette fopction part de e\ pour arriver à e^ ; elle décroît donc 
constamment. Sa dérivée prise par rapporta /, ip'{ — (o-i-fV|(«), co') 
est négative et, comme elle part de zéro pour arriver à zéro, elle 
reste supérieure à un certain minimum. 



(O 



Ainsi, quand t varie deo à-ry p( — co + ^V) décroit deci à 62] 

ip( — co-f-i^) est négative et reste supérieure à un certain 
minimum. 

Comme 

p(u) -4- iV| (I), 0)')= p( — O) -+- i/| o), tu'), 

le même résultat s'applique aux fonctions 

p(a>-t-i7) et ip'((jii-i- it). 

Remarque. — Nous venons de trouver des valeurs de u pour 
lesquelles la valeur de la fonction pu est réelle et nous avons déjà 

reconnu que, dans le cas actuel où les quantités co et -r sont 

réelles, la fonction pu peut prendre une valeur réelle quelconque. 
Les autres valeurs de Targument, pour lesquelles la fonction 
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prend des valeurs réelles, peuvent se déduire des précédentes, en 
remarquant que l'équation 

pu — pç = o 

entraîne (n° 43) 

u=dzv, 

à des multiples près des périodes. 

57. Résumé. — Considérons le rectangle de sommets o, co, 
co + o>', o>'. Quand l'argument u décrit le contour de ce rectangle 
dans le sens o, tu, o>+a>', o>', o, la fonction pu est réelle et 
diminue constamment de + oo à — oo : 

I® Quand w va de o au sommet <^, pu est réelle et décroît de oo 
à Ci] p'u est négative. 

2** Quand w va de tu à o>', pa décroît de e^ k 62^ p'u est pure- 
ment imaginaire positive. 

3** La variable u allant de o> + co' à co', p w décroît de 62 à ^3, 
p'u est réelle et positive. 

4° Enfin u revenant de tu' à o, pw décroît de 63 à — 00; p'u est 
purement imaginaire négative. 

En tout point pris dans le rectangle pu est imaginaire. 
II. — Étude de la cubique définie par les équations x = pu^y = p'u. 

LEMNISCATE. 

58. Cas général. — Considérons la cubique ayant pour équation 

(1) J*=4a?3—^2a7 — ^3, 

où g2 et gi désignent des constantes données quelconques. On 
démontre, en Géométrie analytique, que l'on peut, par une pro- 
jection centrale ou perspective, ramener l'équation de toute 
courbe du troisième ordre à cette forme. 

Construisons la fonction p{u] g2^ g^)] nous pourrons exprimer 
les coordonnées d'un point de la courbe (1) en fonction d'un 
paramètre u^ en posant 

(2) x = pu, y = p'u, 

A. chaque valeur de u répond alors un point de la courbe, car 
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les fonctions p et p' sont uniformes : ce point reste le même 
quand on ajoute à u des multiples des périodes 2o> et 2a>'. Réci- 
proquement, à chaque point (x^y) de la courbe répond, dans un 
parallélogramme des périodes, une seule valeur de u. En effet, ûo 
étant donné seul, l'équation 

x = p{u) 

donne, pour u, deux valeurs Ui et — Ui et toutes les valeurs 
homologues : comme la fonction p'u est impaire, à ces deux 
systèmes de valeurs de w, correspondent deux valeurs de y égales 
et de signes contraires; ce sont les deux valeurs que Ton tirerait de 
Féquation (i). Si l'on fait choix d'une de ces valeurs de y, il lui 
correspond donc une seule valeur de w, Ui par exemple, et les va- 
leurs homologues. La proposition est établie. 

On a ainsi une représentation paramétrique parfaite de la 
courbe. 

59. Condition pour que trois points soient en ligne droite. — 
Soient Ml, M2, M3 les trois points où une droite quelconque 

y — ax — 6 = 

coupe la courbe. Les valeurs Ui, U2t u^y situées dans un parallélo- 
gramme élémentaire et correspondant à ces trois points, sont ra- 
cines de l'équation 

p'w — apu — b = 0. 

Le premier membre de cette équation est une fonction ellip- 
tique d'ordre 3 : elle a, dans un parallélogramme élémentaire, 
trois zéros W|, «2? ^3 et un infini triple homologue du point 
u=i o\ d'après le théorème de Liouville, on a donc 

(3) Mi-h W2-+- ^3= 2 /ICO -h 2/1' 0)', 

n et nf étant des entiers. 

Cette condition qui est nécessaire pour que les trois points 
correspondant à w^, Mj, Uz soient en ligne droite, est suffisante. 
Eu effet, soient M^, M2, M3 les trois points correspondant aux 
trois valeurs W|, ^2? ^3» Joignons les deux premiers par une 
droite et appelons M3 le point où cette droite coupe la cubique 
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et 2/3 le paramètre correspondant. Les trois points Mi, M2, M', 
étant en ligne droite, on a 

Ml -+- W2 -+- Mj = a m w -+- a m' to', 

m et m' entiers. En comparant à la relation (3) supposée vérifiée, 
on voit que u'^ ne diffère de u^ que par des multiples des périodes; 
donc M3 coïncide avec M3 et les trois points considérés sont en 
ligne droite. 

60. Formule d'addition. — La relation (3) permet de retrouver 
la formule d'addition de pu. Si l'on appelle u et i^ les paramètres 
de deuK points de la courbe, le point en ligne droite avec les 
deux premiers correspond jà la valeur — (u-^i?) du paramètre. 

D'après cela, les abscisses des trois points d'intersection de la 
cubique avec une droite peuvent être représentées par 

P^, pu, p(u-hv)] 

et les ordonnées par 

pV, p'u, —p'{u-^v). 

L'équation aux a: des points d'intersection est 

On voit d'abord que la somme des racines est -7-> ce qui donne 

la relation 

pu-hpv-{-p(u-hv)= —7 

4 

à laquelle il faut joindre l'une des suivantes 



a = 



p'u — p'v ^ —p'(u-hv) — p'v ^ —p'(u-^v) — p'u 
pu — pv p{u-hv)—pv p(U'^\>) — pU 



obtenues en déterminant le coefficient angulaire de la droite au 
moyen des coordonnées de deux de ses points. 
En éliminant a on trouve le théorème d'addition 

. . I /p'u — p'vY 

pu -{-pV-+-p{u-hv)= y { ^ ^-— . 

4 \ pu — pv I 
On peut déduire de la même équation F(^) = o une autre 
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formule d'addition doDnaDt une expression du produit 
qui est très souvent utile. Posons 

nous aurons l'identité 

^x^— gtx — g^z — (ax -h b)^ ^ ^{x ^ xi)( X — Xi){x ^ x^y 

Prenons les dérivées des deux membres puis faisons x = x^^ 
nous trouverons 

iix^ — ^2— ia{axi'^ b) = 4(irj — Xx){xz — X\)^ 
OU, en introduisant les valeurs de la fonction p et se rappelant que 

i{pu — pv)[p(,u -^ v) — pv] = pV — rtpV, 

p'u—p'v 
a = • 

pu — pv 
En particulier, si a = o, on a l'égalité 

qui donne une interprétation géométrique delà seconde dérivée /?'V 
et permet de trouver son signe quand elle est réelle. 

Addition d'une demi-période, — Ces considérations donnent 
une signification géométrique simple aux formules d'addition 
d'une demi-période établies dans le n° 47. On les obtient en cou- 
pant la courbe par une sécante passant par un des points où elle 
rencontre l'axe O x. Ces points A|, A2, A3 ont pour coordonnées 
y = o avec 

X = Ci, X = 62, X = C3. 

Ils correspondent aux valeurs w, w + w', w' de l'argument u. 
Si donc on coupe par une sécante joignant le point 

Ai(7=o , x = ei) 

correspondant à la valeur w du paramètre à un point M' de la 
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courbe correspondant à la valeur u du paramètre, cette sécante 
coupe la courbe en un troisième point M" correspondant à une 
valeur u!' telle que 



(ti -i- u -¥- u" = 7. n (ii -{- 2 n' (ti\ 



et, en négligeant des multiples de périodes, on peut prendre 
u" = — (w + (o). Ainsi les abscisses des points M' et M'' sont 

X'=pUy X" = p{U-{- lii), 

D*autre part, en coupant la courbe 

par une sécante issue du point Â| 

y = mix — ei), 

on a, pour déterminer les abscisses a/ et :r", l'équation 

m^{x — ei) = ^{x — e2){x — 63). 

Si dans cette équation on considère x — ei comme l'inconnue, 
le produit des racines (œ — e^){x" — e^) a pour valeur 

{x'—ex){x"—ei) = («1— e2)(ei— ^3). 

On a donc, d'après les valeurs de x' et x'^, 

[pu^ei][p{u-h(a) — ei] = (ei — e2)(ei—e3), 

ce qui est une des formules établies dans le n**47. On obtiendrait 
de même les deux autres en coupant par une sécante passant par 
l'un des points A2 ou A3. 

61. Tangentes menées d'un point de la courbe. — Menons la 
tangente à la courbe au point dont le paramètre est w, cette tan- 
gente rencontre encore la courbe en un point; soit ç le paramètre 
de ce point. On a, d'après la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne droite, 



On en déduit 



ç -^ 2u = 2 n 0) H- 2 /i' w'. 



V 2 /l 0) H- 2 Al' 10' 



U = h 

2 
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Dans cette formule, on peut donner k n ei nf toutes les valeurs 
entières ; mais deux valeurs de u qui diffèrent par des multiples 
de 2(1) et 2 o>' donnent le même point de la courbe; il suffit donc 
de donner k n ei n' les valeurs o et i associées de toutes les ma- 
nières possibles. On a ainsi les quatre valeurs de u 

y hU), hU), hW-f-ti). 

2 1 •! 1 

Donc, par un point pris sur la courbe, on peut liii mener, en 
général, quatre tangentes distinctes de la tangente au point con- 
sidéré. 

Points d^ inflexion, — Comme autre application, cherchons 
les points d'inflexion. Si u est le paramètre d'un point d'inflexion, 
la tangente d'inflexion coupe la courbe en trois points con- 
fondus avec celui-là; il faudra donc faire dans (i), à des mul- 
tiples près des périodes, 

Ml = W2= W3 = w; 
d'où 



u = 



intii -h 2/i'a)' 



Dans cette formule, on peut donner k n el n' toutes les valeurs 
entières; mais deux valeurs de u qui difierent par des multiples 
de 2 0) et 2 0)' donnent le même point d'inflexion. Il suffit donc de 
donner à /i et /l' les valeurs o, i et 2 associées de toutes les ma- 
nières possibles. On trouve ainsi /lew/* points d'inflexion dont les 
paramètres sont donnés par le Tableau suivant, où Un^n' désigne 
la valeur de u correspondant à un choix déterminé des entiers n 

2to' 4 a)' 

— , Wo,2=-3-, 

2 tO -h 2 to' 9 W -4- 4 w' 

3 ' "'•^= 3 ' 

4 w -h 2 to' 4 w -f- 4 1»)' 
3 ' "^'^= 3 

Ces points sont trois à trois en ligne droite; la droite, qui joint 
deux quelconques d'entre eux, passe par un troisième; on a, par 



et n' : 








Wo,o = o, 


Wo,i = 




2W 
Wl,0= y ' 


"1,1- 




4w 

W2,0= ' 


"2,1 = 
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exemple, 

//0,oH- "i,l-^ "2,2= 2 0) -h 2 0)'. 

Le premier point Uq^q est rejeté à Tinfini dans la direction 
de Oy. 

62. Condition pour que 3/t points de la cubique soient sur une 
courbe d'ordre n. — Cherchons d'abord la condition pour que six 
points de la cubique soient sur une conique. 

Si l'on coupe la cubique par une conique 

A a?* -+- 2 B xy -+- Cy^ -h 2 D a: -h- 2 Ey -+- V = o, 

l'équation qui détermine les paramètres des points d'inlerseclion 
s'obtiendra en remplaçant x ei y par pu et par p'ii. Le premier 
membre de cette équation est une fonction doublement périodique 
qui, dans un parallélogramme élémentaire comprenant l'origine, 
admet zéro comme pôle d'ordre 6 et n'admet pas d'autre pôle; 
l'équation admet donc six racines (n"* 38 et 39) et la somme de ces 
racines est nulle, à des multiples près des périodes. 

Ainsi la condition nécessaire pour que six points de la cubique 
soient sur une conique est que les paramètres de ces six points vé- 
rifient l'égalité 

Ui -r- Ui -+- U-^ -h //', -h Ur, -r- If & = .>. fl CO -H 2 w'to'. 

La condition est suffisante car si elle est remplie, la conique, 
passant par les cinq premiers points, coupe la cubique en un 
sixième point dont le paramètre u^^ doit être congruent à Uq, 

On obtiendrait, de même, la condition pour que 3/^ points de 
la cubique soient sur une courbe d'ordre n. Cette condition est 

Par exemple, une autre cubique coupe la cubique donnée en 
neuf points qui doivent être assujettis à une condition, puisque, 
par neuf points donnés, il ne passe, en général, qu'une seule 
cubique. Le théorème précédent exprime cette condition de la 
façon la plus simple. 

Ce théorème a de très nombreuses applications géométriques, 
nous en donnerons seulement quelques exemples. 

A. ET h. G 
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Applications. — i® Lorsque six des neufs points d'intersection 
de deux cubiques appartiennent à une même conique les trois 
autres points sont en ligne droite. 

En effet, soient u^^ u^^ - • ., ih l^s paramètres des neuf points 
suivant lesquels la cubique donnée est coupée par une autre 
cubique, on a la condition 

Ml -+- M2 -+-•••-+- We -+-••• -^ "9 = o> 

où, comme dans tout ce qui suit, le signe ^ indique que Tégalité a 
lieu à des multiples de périodes près. Supposons que les six 
premiers points appartiennent à une même conique, on aura cette 
autre condition 

Ml 4- Wî -f- . . . -f- Wg = O, 

et l'on déduit de ces deux conditions l'égalité 

qui exprime bien que les trois derniers points sont en ligne droite. 
Le théorème est donc démontré. 

1^ Si l'on considère une conique variable passant par quatre 
points fixes pris sur une cubique, la droite qui joint les deux 
points d'intersection mobiles passe par un point fixe de la cubique. 

Soient W|, 112^ Uz, Uj^, u^, Uq les paramètres des six points d'in- 
tersection, les quatre premiers se rapportant aux points fixes. 
Posons 

Ml -{- M2 -h M3 -h M4 = V; 

V est une constante. La relation qui exprime que les six points 
considérés de la cubique sont sur une conique devient 

p H- M5-h M6= o; 

elle exprime que les points dont les paramètres sont M5, u^ et v 
sont en ligne droite. Gomme v est le paramètre d'un point fixe, la 
proposition se trouve démontrée. 

Courbes de contact, — Les applications suivantes sont relatives 
à des courbes de contact, c'est-à-dire à des courbes qui ont avec la 
cubique plusieurs points d'intersection confondus. 

3® Considérons d'abord des coniques trois fois tangentes à la 
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cubique ; si l'on désigne les paramètres des points de contact par 
iii, U2', Uz on doit avoir 



ou bien 



lUi-^ "2 «2+ '■iW3= '2/2 0) -T- a/l'o)', 



II. 



Wi -h Mj H- «3 = /i to -h /i tu ; 



il sufGt de donner à chacun des nombres entiers n et n'ies valeurs 
de o et I. 

Si Ton prend 



/l = o, /l = o, 



l'égalité exprime que les trois points sont en ligne droite. C'est 
le cas où la conique se réduit à une droite double ; écartons ce cas ; 
il reste trois familles de coniques correspondant aux relations 

"i-h wj-^- "3= w, 

Ml -H W2-4- M3== w'. 

«1 -7- ^2 -h U:\ == tO -H w'. 

On peut donc choisir arbitrairement deux des points de contact 
pour chaque conique d'une famille. Prenons une conique, de la 
première famille par exemple; si l'on fait passer une conique par 
les trois points de contact W|, u^t Uzi elle rencontrera encore la 
cubique en trois points u\^ Wj, u.^ et l'on aura 

Ux -+■ Ui -f- W3 -4- u\ -+- U.J, -4-^3 = 2 n w -+- '?. n'oi'. 

De cette relation et de la condition déjà vérifiée par «,, i/^? '':ir 
on déduit 

u\ -\- u\-\- u\ r- (0, 

et l'on voit que les trois nouveaux points sont aussi les points de 
contact d'une conique trois fois tangente à la cubique appartenant 
à la même famille. 

4** Cherchons encore les points de la cubique où la conique oscu- 
lalrice a un contact du cinquième ordre, ou, ce qui revient au 
même, les coniques qui rencontrent la cubique en six points con- 
fondus. 

On doit avoir pour le paramètre du point de contact 

G M — 2 /i 0) -f- 2 /i' 0)', 
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OU bien 



n n' , 



6 o 

Chacun des nombres entiers n et n' peut prendre toutes les va- 
leurs de o à 5, ce qui donne 6^= 36 points. 

On trouve parmi ces points les neuf points d'inflexion qu'on 

obtient eu considérant les tangentes dMnflexion comme des droites 

doubles, puis 

6î— 3»=27 

points de contact de véritables coniques surosculatrices. Ces 
points sont six par six sur des coniques. 

63. Cas particulier où co et — sont réels. Forme de la courbe. 

Nature de l'argument donnant des points réels. — Nous allons 

maintenant examiner le cas particulier où w et -r- sont réels, de 

façon à avoir une représentation géométrique des résultats du 
paragraphe précédent. Dans ce cas, la courbe a pour équation 

où ^1, ^2j ^3 sont réels et rangés par ordre de grandeur dé- 
croissante. Pour que j^ soit réel il faut que x soit compris entre e^ 
et Co ou plus grand que ^|. On voit immédiatement que la courbe 
est formée d'une ovale A3 A2 et d'une branche infinie A^ de nature 
parabolique, sur laquelle la tangente tend à devenir parallèle à Oy 

if g- 5). 

Cherchons quelles valeurs il faut donner à u pour obtenir les 
point réels de la courbe. D'abord, pour obtenir les points de la 
branche infinie, il faut donner à u des valeurs faisant varier x de 
e^ à -|-cx>, c'est-à-dire des valeurs réelles. Puis, pour obtenir les 
points de l'ovale, il faut donner à u des valeurs faisant varier x 
de ^3 à e^j c'est-à-dire des valeurs de la forme w -f- w', w étant réel. 

On peut facilement suivre sur la courbe la marche du point 
i^^y) quand l'argument prend ces deux systèmes de valeurs. 

Supposons d'abord u réel; il suffit, à cause de la périodicité, de 
le faire varier de — w à + w, en remarquant que des valeurs de u 
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8j 



égales et de signes contraires donnent des points de la courbe sj- 
métriques par rapport à Ox. Quand u croît de o à o>, ^ décroîl 
de + 00 à ^1, j^ croît de — oo à o : on a donc la branche infinie de 
courbe située au-dessous de O a; et venant aboutir au point Â| 
dont les coordonnées sont Ci et o. Au point A4 la tangente est pa- 
rallèle à Oy puisque j- = p'w s'annule pour a = tu et que -r- ne 

Fig. 5. 




s'annule pas pour cette valeur. Quand u varie de o à — w, on ob- 
tient la branche de courbe symétrique de la précédente par 
rapport à O^. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
donnée par des valeurs réelles de l'argument. 

Supposons maintenant l'argument de la forme w + w' et faisons 
varier w, par valeurs réelles, de o à o>; ^ croît de e^ à 62; J^est 
positif, varie d'une manière continue et part de zéro pour revenir 
à zéro. On a donc la branche de courbe située au-dessus de O^ 
et allant du point A3(e3,o) au point A2(e2,o); les tangentes 
en A3 et A2 sont parallèles à Oy. L'argument étant toujours de 
la forme w + co', en faisant varier w par valeurs réelles de o à — w, 
on obtient le deuxième arc de l'ovale symétrique du premier par 
rapport à O^. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
(ovale) correspondant aux valeurs de la forme u-{~ io', u réel. 
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Tangentes parallèles à Ox, Signe de p"u. — Comme on a 
y = p'uj les valeurs de u correspondant aux points où la tangente 

est parallèle à O^ sont racines de l'équation ^ =o ou p'^u=o, La 

fonctionp^'w, qui est paire et d'ordre 4 j a, dans un parallélogramme, 
quatre zéros deux à deux égaux et de signes contraires. Il y a donc 
sur la courbe quatre points où la tangente est parallèle à 0:r. 
Deux points, les points B| et B2, sont seuls réels : en effet les 

abscisses de ces points sont racines de l'équation -^ = o ou, d'a- 
près l'équalion de la courbe, i2X^ — ^2= o. Cette équation, dont 
le premier membre est la dérivée du polynôme 4^* — g2^ — ff^-» 
a une racine a entre <?i et ^2 et une autre P entre ea et e^] cette 
dernière seule donne des points réels B| et B2. 

L'identité 2p"u= 12 p^u — g2=^i2œ^ — ^2 donne le signe de 
p" U' Sur la branche infinie, x^ a, p" u est positif. Pour l'ovale, 
sur l'arc B| A2B2, p" u est négatif, car x est alors compris entre les 
deux racines a et ^ de i2X^ — g2y sur l'arc B| A3B2, p"u est po- 
sitif, car X est inférieur à p. 

Tangentes menées par un point de paramètre p. — Nous 
avons vu que les quatre points de contact correspondent aux va- 
leurs du paramètre 



V 


P 


V , 


V 


/ 


— y 


h to, 


-h OJ , 


h to - 


h w' 


•2 


1 


2 


2 





On peut donc, par un point P pris sur la courbe, mener quatre 
tangentes, en général distinctes de la tangente au point considéré. 
Lorsque v est réel, pour deux des points de contact, l'argument 
est réel; pour les deux autres il est de la forme w'h- M|, u^ étant 
réel. Donc, lorsque le point P est pris sur la branche infinie, les 
quatre tangentes sont réelles : deux des points de contact sont sur 
l'ovale et les deux autres sur la branche infinie. Lorsque v est de 
la forme w'-H i^i, v^ étant réel, on a 



•1 2 2 



Les arguments des points de contact ne sont ni réels, ni de la 
forme co'-|- m<, u^ étant réel (à des périodes près). Par un point P 
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pris sur Tovale ou ne peut pas mener à la courbe une tangente 
réelle. 

Points d^ inflexion, — Nous avons trouvé plus haut neuf va- 
leurs du paramètre donnant les neuf points d'inflexion. Dans le cas 
particulier que nous examinons ici, trois de ces valeurs 

°' T' T 

sont réelles; elles donnent trois points d'inflexion réels situés sur 
la branche infinie, le premier à l'infini, les deux autres aux points 
Ti et I2 symétriques par rapport à O^. Ces trois points sont en 
ligne droite. 

ôi. Dégénérescence. Cas d'un point double. — Supposons le 
discriminant g\ — 27^3 nuL La cubique a alors un point double. 
Une des périodes 2co' est infinie (n°*23 et 37) et p m se réduit à 



TT* TT^ I 



sin* — 

20) 

d'où 

cos 

, T.^ 2 0) 

sin3 — 

20) 

La condition nécessaire et suffisante pour que les trois points 
correspondant aux valeurs u^^ u-i^ u^ du paramètre soient en 
ligne droite est alors 

Ml-f- it2-h W3= 2/10), 

OÙ n est un entier. C'est ce qu'il est aisé de vérifier. En efiel les 
valeurs de u correspondant aux trois points d'intersection de la 
cubique avec la droite A^ 4- V>y 4- C = o sont alors racines de l'é- 
quation 

Ap i^ -t- Bp' w -f- G = o, 

ou, en désignant par a, 6, c d'autres constantes, 

ira 
cos — 

I , 20) 

a \- b h c = o, 

20) 20) 
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équation du troisième degré en 



TZU 

t = cot — » 



La somme des produits des racines deux à deux étant i on a, 
d'après la formule donnant la cotangente d'une somme, 



d'où 



cot— ^(WiH- Mj-+- «3)= 3C, 
2 0) 



20) 



ce qui est bien la relation indiquée. Actuellement il n'y a plus que 
trois points d'inflexion; car en faisant Ux = ^2= ^^3= Ut on a 

Zu =2/10), 

d'où trois valeurs donnant des points distincts 

U=0, M=— j M=— . 

Ces points sont en ligne droite car 

II' -^ 11"-^- U"'= 2 0). 

Cas d^ un point de rebroussement. — Si g2^= gz=o la cu- 
bique devient 

^2 = 4373; 

elle a un rebroussement. Alors les deux périodes w et w' sont in- 
finies; on a (n° 23) : 



1 , 2 

— , y = p u = 



X = pu = —-9 y = p u = — ., 



Les trois valeurs de u correspondant à trois points en ligne 
droite vérifient alors la relation 

«i4- i^2-^ ^3 = o; 

en effet, elles sont racines d'une équation de la forme 

2 a , 

-T + -r -H 6 = o, 

qui, rendue entière, ne contient pas de terme en 11^. 
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Il n'j a plus qu'un point d'inflexion, car en faisant 



«9 



on a 



M,= «2= M3= U^ 



3u = o. 



Ce point d'inflexion est d'ailleurs rejeté à l'infini. 

65. Rectification de la lemniscate. — Soit une lemniscate ayant 
pour équation en coordonnées polaires 

r'= 2 cosaO. 
Fig. 6. 




L'arc 0M = s (Jig- 6), compté à partir du point double où / 
est nul, est donné par les formules 

2 dr 



ds=\/dr^-^r''dbi = 



v/r=- 



/' 



~ X i/li — r'* 



/4- 



Faisons le changement de variable 



/• 



il vient 



=^4. 



S = 



-/ 



dz 



\J [\Z^ — z 



on a donc une intégrale de la forme 



L 



dz 



sj'\z^— glZ — g^ 



avec ^2 = ï ; ^3 = o. On en conclut 

5 = p(5;i,0)=-;î- 
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On a ainsi une représentation géométrique de la fonction 
p{s; I, o) pour les valeurs réelles de l'argument. 

Actuellement les racines ei, e.>, en sont -j o et • Les ex- 

pressions 

c'est-à-dire 



ou encore 



v/2 — /•* I /•;• -+- r* 

T — > -> -p — 9 

y/^sinÔ i v^cosO 
r r r 

sont des fonctions uniformes de s exprimées par les quotients 

^i(0 <^ t(s>i 3-3(5) 
3'(5)' a'(5;' a'(5) * 

On a ainsi une représentation géométrique de ces trois fonctions 
pour le cas ^2 = » ? 5^3 = o. 

La demi-période réelle est donnée par 



2 



Elle est égale au quart de la longueur totale de la lemniscate, car 
en revenant à la variable r, on a 

rv ^ 1 dr 

ce qui est la longueur de l'arc OA. 

IIJ. — Pendule sphérique. Corps pesant de révolution. 

Élastique gauche. 

66. Pendule sphérique. — Le pendule sphérique est constitué 
par un point pesant mobile sans frottement sur une sphère fixe. 
Prenons pour origine le centre de la sphère et pour axe des z une 
verticale dirigée vers le haut. En coordonnées semipolaires l'équa- 
tion de la sphère est 
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en désignant par / la longueur du pendule. Le mobile est soumis 
à l'action de deux forces, son poids et la réaction normale de la 
sphère; le théorème des forces vives donne donc 

v^ = — 2^5 -+- h. 

De plus, les deux forces étant dans un même plan avec Taxe 
des z, on peut appliquer le principe des aires à la projection du 
mouvement sur le plan xOy : 

r* d'\> = C dt. 

é désignant l'angle polaire. Ces trois équations déterminent z, r 
et ^ en fonction de t. 

Cherchons d'abord à déterminer z : il faudra pour cela éli- 
miner r et ^. L'équation des forces vives peut s'écrire 

dr^ -4- 7-2 d^^ -^ dz^ 

__^ ^.-^^z^h. 



De l'équation de la sphère, on tire r = ^t^ — z-; d'autre part, 
l'équation des aires donne 

Cdt Cdt 



d^ = 



,.2 " /2— 3^ 



Portant ces expressions dans l'équation des forces vives, on a 
une équation de la forme 

où ^(z) désigne le polynôme du troisième degré 

On en déduit le temps t et l'angle ^ en fonction de z par des 

intégrales elliptiques. 

dz . , 

Pour que -r- soit réel, il faut que ç(^) soit positif. Ce polynôme 

a ses racines réelles : en effet, appelons Zq la valeur initiale de z 
et substituons dans 'f{z) la suite des nombres +qo, /, Zq^ — l', nous 
trouverons, pour les résultats des substitutions, les signes +, — , 
, — , car Zq rend évidemment ç(^o) positif, la valeur initiale 
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de -1^ élani réelle. Il y a donc une racine Zt de o{z) entre + ac 

et /, une autre z^ entre / et s©, une troisième z^ entre Zo cl — /. 
Ainsi les nombres de la suite 

■3|, f, Sj, ^oi -^3' — * 

sont rangés par ordre de grandeur décroissante. La variable z pnr- 
tant de ^o ne peut varier que dans Tintervalle z^ z^. 

Calcul de z. — La coordonnée z est donnée en fonction dr f 

~ j est égal à un polynonif 

0(5) du troisième degré en z. Pour en tirer z par une fonction 
elliptique de /, nous commencerons parfaire un changement li- 
néaire de variable de la forme 

(2) ;: = M5-hN, 

où s désigne la nouvelle inconnue et M et N deux constantes telle> 
que Féquation (1) prenne la forme 

(3) (gy=i,._,,,,_^,. 

Par la substitution (2) Téqualion (i) devient 

/dsy_ o(z) _ o(M5-4-N) 

Pour identifier avec la forme (3), il faut égalera 4 1^ coeffi- 
cient de 5' et à o celui de s^ dans le deuxième membre. On a ainsi 

/'\ lit ^^' V ^' 

( D ) M = — > \ = -— . 

g <>^ 



L'équation prend alors la forme (3) à condition d'attribuer aux 
constantes g^ et g^ des valeurs convenablement choisies. 

Comme le polynôme 0(2) a trois racines réelles z^> z^^ z^, 
le polynôme transformé 



©rM5-+-N) 
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a trois racines réelles ^i, e^y Cz 

.^v j:i— N z,— N 453— N 

(6) ^«=-M-' '^=-]vr-' ^'=— M-' 

et Ton a ^1 ]> ^2> ^3> car M est positif. 

Construisons alors la fonction j^u avec les invariants gi et g^ ; 
cette fonction vérifie l'équation 

Si donc on pose 

5 = p M, z — yi^u-^ N, 

w étant regardé comme fonction du temps /, l'équation (4) devient 

(p'")M-^j = 4p''« — /Ç-iP" — ^"3. 



d'où 

\dt) ~'' dt 



I du \ 2 du 



On peut toujours prendre le signe -i-, car pw étant paire, on 
peut changer le signe de u» On a alors 

u = t -+- consi. 

Cherchons maintenant de quelle forme est la constante. Comme 
la valeur trouvée pour M est positive, la relation 

z = Mpu. -h \ 

montre que s = pu varie dans le même sens que z. Donc quand z 
décroît de Z2 à ^3, pu décroît de 62 à ^3, u — 0/ est donc réel et 
Ton a 

u = t -h tji'j 

si l'on compte le temps à partir de l'instant 011 z = ^3. 

La demi-période réelle co est le temps que met z à varier de Z2 



Calcul de ^, — L'angle ^ est défini par l'équation difl'ércntielle 
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que nous écrirons, en remarquant que dt = du^ 



j, Cdu f I I \ 



Dans cette équation, il faut remplacer z par sa valeur 

;: = M j) w H- N ; 

le coefficient de du est alors une fonction elliptique de u que 
nous allons décomposer en éléments simples, de façon à pouvoir 
intégrer. 

Considérons deux arguments a et b définis par les relations 

(7) / = Mpa-hN, — / = Mp6^-N, 

ces arguments sont définis aux signes près; nous verrons plus loin 
comment il convient de choisir leurs signes. Alors l'expression 
de rfi devient 

, __ G û?/« / I I \ 

^"~'2lVl/\ pu — pa pu - p^J* 

G 
011 il reste à donner une forme simple au coefficient 



2M/ 
Pour cela remarquons que le polynôme 

cpCs) _ cp(M,pM-f- N) 

tPTï " ' M ^Ti 

(]2 

se réduit à — WTJï P^^r ^= ^ et z = — /, c'est-à-dire pour u = (i 
et u = b; comme on a identiquement 

^' "- ÂÎ^T^ ' 

on trouve, en faisant successivement u ^ a et u = by 

C2 G» 



Nous prendrons, en extrayant les racines, 
ce qu'on peut toujours faire, car jusqu'à présent les signes de a 
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et b n'étaient pas déterminés; nous les déterminons par le choix 
de signes que nous venons de faire pour p'a et p'6. 
On peut donc écrire 



.M p'h p'a 

1l-r~ = 



du pu — j) ^ pu — pa 

La décomposition du second membre en éléments simples se 
fait en appliquant deux fois la formule (64) du n° 44 



2t^^ = Ç(;4-ha) — ;(m — rt) — 'iïrt, 



En intégrant et en remontant des logarithmes aux nombres on 
trouve 

a'(w — a) ^{u -h o) 

La constante d^intégration — E^ se détermine par les condi- 
tions initiales. 

L'angle ^ est ainsi exprimé en fonction du temps. 

Expressions de x et y- — On a 

e*'Y= — = K- ^ e2"^s^~^"^ 

X — iy ^{u — a) :a{u -h ù) 

D'autre part, d'après l'équation de la sphère, 

(x -^ iy){x — ly) = (l — z)(l -h z) =z — M^(pu -- pa){p u — p b), 

En multipliant membre à membre les égalités qui donnent 

X -f- iy 



X— ly 



f^ et (^ + iy){oo — iy) on obtient {x -f- iy)--, 



^^, a^(u -h a) c^(u — b) ,y, y. 



on en conclut 



l ,,.':f(fl — i^)^(U ■+- b) ^.y, y, 



E cfacfbcf^u 



Enfin, remplaçons M par sa valeur en fonction des éléments 
elliptiques, valeur qui peut s'obtenir en retranchant membre à 
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membre les égalités 

iM = r = — i. t 



On a ainsi x^ y^ z exprimés en fonctions uniformes de i. 
Quand t augmente de 2co, z reprend la même valeur, l'angle po- 
laire ^ augmente d'une certaine constante. 

67. Corps pesant de révolution suspendu par un point de son 
axe. — Prenons pour origine le point de suspension O, pour axes 
liés au corps l'axe de révolution Oz et deux axes perpendicu- 
laires, pour axes fixes la verticale ascendante Oz\ et deux axes 
perpendiculaires. On démontre en Mécanique (*) que les angles 
d'Ëuler 0, cp, ^, qui définissent la position des axes liés au corps 
par rapport aux axes fixes, sont donnés en fonction du temps par 
les formules suivantes. D'abord, en posant cosO = 5, on a 

(i) \dt) =(* — "*^'< ' — ^■)--U'^ -- ''->'=/(-)' 

où m, /2, a, ^ désignent des constantes, dont la première m est 
positive, de sorte que /(^) est un polynôme du troisième degré. 
On a ensuite 






cW _ |3 — nz 
Tt ~ 1 — ^2 



(l-:. d^ 3 

dt -'" - di -'" . 



— n 



- •> 



j 



/•q désignant une autre constante. 

11 s'agit de tirer de ces équations ô, cp, ^ en fonction du temps. 
Les calculs, comme on va le voir, présentent une grande analogie 
avec ceux que nous venons de faire pour le pendule sphérique. 



(') V'oir Appell, Traité de Mécanique, t. II, n« 40'2. 
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Cette analogie peut aller jusqu'à l'identité, car, dans le cas parti- 
culier où le corps pesant de révolution se réduit à un seul point 
matériel, il constitue un pendule sphérique. 

Le polynôme /(z) est négatif pour les valeurs — oo, — i et -f- i 
de Zf tandis qu'il est positif pour la valeur initiale Zq de z qui 

rend nécessairement -j- réel et pour -|-qo. Il a donc ses trois ra- 
cines z^J ^2, ^3 réelles et comprises respectivement dans les inter- 
valles (-1-00, -f- i), (+1, zo) et (^0, — 0- 

Calcul de z. — Commençons par faire un changement linéaire 

de variable 

^ = M5-+-N, 

où M et N sont des constantes choisies de telle façon que l'équa- 
tion en s prenne la forme 

(4) (gy=4.'-^..-^,. 

Par ce changement l'équation (i) devient 

^^^ \dt) = Mi 

On déterminera les coefficients M et N de façon à rendre égal 
à 4 le coefficient de s^ et à o celui de s^ ; après cette détermina- 
tion, qui donne pour M la valeur positive M = — > on pourra 
écrire 



à condition de donner aux invariants g2 et ^3 les valeurs qui 
rendent le premier membre identique au deuxième. 

Les racines du polynôme /(^) étant, par ordre de grandeurs dé- 
croissantes z^, Z2', ^3, celles du polynôme transformé en s seront 

^i=-M-' ^*=-ir"' ^^=-M— 

Pour que f{z) soit positif il faut que z partant de Zq varie 
entre Z2 et ^35 donc s devra varier entre 62 et ^3. 

Si l'on construit la fonction pu aux invariants g2 et ^3, cette 

A. ET L. 1 
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fonction vérifiera l'équation 



(7) 



/•(Mpw-+-N) , , 



Nous poserons alors s = pu en regardant u comme une fonction 
de t, et l'équation (5) deviendra 

c'est-à-dire 

^"\*— . du __ 

où nous prenons -l-i, car, pu étant paire, on peut toujours 
changer u de signe. On a alors 

u = t •+• const., 

et, comme s = pu doit rester compris entre 62 ei e^j u — tu' doit 
être réel. Nous ferons 

(8) u=it-ho}'; 

alors pour ^ = o, w = co', j3m = <?3, 5 = z^. 

Le temps est donc compté à partir d'un instant où ^ = ^3. 

En résumé, nous avons exprimé z en fonction uniforme du 
temps par la formule 

La demi-période co est le temps que met z à varier de Zz à ^2 et 
inversement. 

Calcul de \, — On a 

d^ _ ^ — nz _ I / p-h/i __ p — /z \ 
dt ~ I — z^ "~2\x;-+-i z — 1/ 

Remplaçant, dans cette expression, z par sa valeur 

s = Mpw-h N, 

et dt par rfa, on est ramené, pour avoir <j^, à intégrer une fonction 
elliptique. Pour faire cette intégration il faut décomposer la fonc- 
tion elliptique du second membre en éléments simples. Pour 
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cela, déterminons deux arguments constants a et b par les condi- 
tions que pour 11=2 a, z devienne égal à i et pour u= b^ z de- 
vienne égal à — I 

( Mpa-+-N = i, 
^^^ I Mp6-hN= — I. 

Ces arguments sont déterminés aux signes près par ces deux 
équations^ si l'on regarde comme équivalentes deux valeurs de a 
ou deux valeurs de b ne différant que par des multiples des pé- 
riodes. On aura alors 



du aiM \pu — p6 pu — pet' J 



Les rapports ^-^ — > ^-^. — s'expriment d'une manière simple à 

l'aide de a et b. Remarquons pour cela que le polynôme f(z) se 
réduit à — (jî — ny pour z = i et à — (P + ^Y pour z = — i. 
Donc la fonction/(Mpa -1-N) se réduit à — (jî — ny pour f/ = a 
et à — (? + f^y pour 11 = b. Mais comme on a identiquement 

/{Mpu-^N) 
p^u = ^^ — -f 

on a, en faisant successivement u := a et u= b, 

0-/1)2 (PH-/1)» 

En extrayant les racines, nous prendrons 

^^ = ^ M ' ^^ = ^ M-' 

en choisissant convenablement les signes de a et 6 qui jusqu'ici 
étaient restés indéterminés. Nous aurons alors 

,d^ p'b p'a 

du pu — p 6 pu — pa 

L'intégration s'effectue comme dans le cas du pendule sphé- 
rique. 

Si l'on appelle a", P", y' les cosinus des angles que fait l'axe O;; 
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du corps avec les axes fixes Ox^, Oj^i, O^i, on a 

de plus a" et ^^ sont les coordonnées Xi et yi du point situé sur 
l'axe du corps à une distance i du point O; en appliquant une 
méthode identique à celle que nous avons suivie pour calculer x 
et y dans le pendule sphérique, avec ce seul changement que, 
actuellement, / se trouve remplacé par i, on trouve 

Ot" _L. j 3» = — E ; ; ^ '■ ^ e^^so-^o^ 

^ E o'(a-h6;a'(a — 6) C'm 

avec 

Calcul de ç. — On a 

rfcp d^ 8 — nz 

Décomposant le second membre en fractions simples, il vient 



dzi I /3 -+- n S — n\ 
-^ = ro— /i -H - ( ^ h ^ ) 

at 2\-3-|-I z — 1/ 



Remplaçons z par Mp a + N et introduisant comme tout à l'heure 
les arguments a et 6, on a 



do 1 / p'a 

-r - f^o— n-\ ; ( —^ 

du 11 \pu — pa 



P'b 



pu — pb/' 



d'où, en décomposant en éléments simples, 

d(D 
21-^' = 2i{rQ — n)-hl^(u — a) — l^{u-h a)-\- 2^a 

et en intégrant 

a'(w-Ha)cr(M-f-6) ' 

la constante C se détermine en écrivant, par exemple, que o est 
nul pour ^ = o, c'est-à-dire u = co'. 
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68. La courbe élastique gauche (i). — Il s'agit de trouver la 
figure d'équilibre d'une tige flexible dont la section est circulaire 
et qui est soumise à l'action de forces appliquées seulement à ses 
extrémités. 

Si l'on choisit convenablement les axes de coordonnées, on 
trouve pour définir la courbe cherchée les équations différentielles 

(l) ) z'x'''-x'z''=OLy—^X, 

( xy—yx''=:az'-h^;, 

dans lesquelles x'^ y, z\ x" , y, z^' désignent les dérivées par 
rapport à l'arc s des coordonnées x^ y^ z et a, P, v des constantes 
dont les deux premières sont essentiellement positives. 

Ajoutons membre à membre les équations précédentes après 
avoir multiplié les deux membres de chacune d'elles respeclive- 
ment par x', y, z' ; en tenant compte de la relation 

nous trouvons 

(2) a-h ^{yx'— xy)-\-^[z' = o 

et en différentiant le premier membre par rapport à s 

(3) ^{yx''-xy'')'^-(z''=o. 

Multiplions maintenant par x les deux membres de la première 
équation différentielle, paroles deux membres de la deuxième et 
ajoutons, il vient 

z'^xy' -^yx')—z'(xy''—yx')= 7.{xx' -^yy'), 

et si l'on remplace xy — yxf et xy — yx" par leurs valeurs 
en fonction de z' et de £^ tirées des équations (a) et (3). 

z'ioL -f- Y^)— ^'y^'= a ^{xx'-^yy), 
ou encore 

^{xx'-^-yy)=z''. 



( » ) Voir Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. gS ; 
et une Note de M. J. Bertrand dans la Mécanique analytique de Lagrange 
(édition publiée par M. Darboux^ t. I, p. 460). 
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En intégrant et en désignant par 8 une nouvelle constante 

p(ar«-hj^«)=2(V— 8). 

Ainsi, des équations diSerentielles données (i), nous pouvons 
déduire le système suivant 

^(xx'-hyy) = z'' 
Servons-nous maintenant de l'identité 

nous obtiendrons, pour déterminer z', l'équation différentielle 

Dans le cas particulier oîi y = o, cette équation différentielle 
a, au signe de z' près, la même forme que celle qui s'est présentée 
à propos du pendule sphérique et s'intègre de la même manière. 

Si y ^ o, l'équation différentielle ne diffère de celle qui donne 
z = cosO,Mans le mouvement d'un corps grave de révolution, que 
par le signe de z'-^ la méthode suivie dans ce dernier cas s'applique 
donc sans difficulté au cas de l'élastique gauche et l'on pourrait 
d'ailleurs mettre les problèmes en équation de manière à aboutir à 
des équations*différentielles identiques. 

D'après (un théorème dû à Kirchhoff, l'axe d'un pendule sphé- 
rique ou d'unejtoupie dont la pointe est fixe reste toujours parallèle 
à la tangente à une courbe élastique gauche, le point de contact 
de la tangente décrivant la courbe avec une vitesse constante (*). 



(') Voir Greenhill, Fonctions elliptiques, p. 820 et 824, Poincaré, Leçons 
sur la Théorie de l'Élasticité, p. 201. 
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i. Déterminer les paramètres des points de contact des tangentes 
menées à la cubique a: = p m, j^ = p'apar le sommet Ai de la branche 
infinie (w et w' réels). 

En conclure que, Ox étant supposé horizontal,'si l'on considère le point 
le plus haut de Tovale on peut prendre pour paramètre de ce point une 
quantité de la forme a + co', a étant une quantité réelle comprise entre o 

et — • 

Il suffit pour le voir de prendre un argument u ■+• w', de faire varier u 

de o a — et de remarquer que h co correspond a une tangente menée du 

sommet Ai. 

2. Le rapport anharmonique des quatre tangentes menées à la cubique 
par un point P pris sur la courbe reste constant quand le point P se dé- 
place sur la cubique. 

On peut obtenir ce rapport anharmonique en fonction des coordonnées 
du point P et des coordonnées des quatre points de contact. On exprime 
ensuite ces coordonnées à l'aide des paramètres elliptiques correspondants 
et l'on applique la formule de l'exemple 2, page 63. 

3. Si l'on appelle points correspondants d'une cubique deux points tels 
que les tangentes en ces points vont se couper sur la courbe, il y a trois 
points correspondants d'un point donné et, en désignant par u le paramètre 
du point donné, on peut prendre comme paramètres des points correspon- 
dants 

M-htO, u -h Oi\ MH-W-f-O)'; 

chacune des demi-périodes définit un des trois systèmes de correspondance. 
Si l'on considère deux couples de points correspondants du même sys- 
tème : A, A' d'une part, B, B' d'autre part, les droites qui joignent les points 
non correspondants AB, A'B' ou AB', BA' se coupent sur la courbe et les 
deux nouveaux points sont des points correspondants dans le même sys- 
tème. 

4. Sur la cubique définie par les équations 

on prend deux points dont les paramètres diffèrent d'une constante p; la 
droite qui joint ces deux points enveloppe une courbe de sixième classe. 
Dans le cas particulier où c a l'une des valeurs 

W, lo', (I) H- (I)', 
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l'enveloppe est une courbe de troisième classe (qui se présente ici comme 
comptée deux fois). 

Dans Téquation de la droite joignant les deux points on remplace les 
coordonnées courantes par les coordonnées Xq ,yo d'un point P©, l'équation 
en u ainsi obtenue a six racines dans un parallélogramme élémentaire. 
Dans le cas particulier ou p = co par exemple, l'équation en u ne change 
pas quand on change u en u-h io. 

Remarque, — La cubique donnée peut être regardée comme la hessienne 
d'une autre cubique G et cela de trois manières différentes ; les courbes 
de troisième classe qui viennent d'être définies sont les cayleyennes des 
trois cubiques G (*). 

5. Si deux systèmes de trois droites ont huit de leurs neuf points d'in- 
tersection sur une cubique, le neuvième point d'intersection est aussi sur 
la cubique. 

Gette proposition peut se vérifier directement à l'aide de la condition 
pour que trois points soient en ligne droite ; elle peut aussi se déduire d'un 
théorème démontré n° 62. 

Si l'on appelle tangentiel d'un point m d'une cubique le point où la tan- 
gente en m rencontre encore la cubique, les tangentiels de trois points en 
ligne droite sont en ligne droite. 

La droite qui joint deux points d'inflexion va passer par un troisième 
point d'inflexion ; on remarque qu'un point d'inflexion se confond avec son 
tangentiel. 

6. Déterminer les points d'inflexion de la cubique 

en étudiant la variation du coefficient angulaire de la tangente. 
On trouve pour les déterminer l'équation 

p'up'"u—(p''u)^=.o, 

ou en posant x = puy l'équation 

/(x)=X^—^g2X^—giX—^(^gi\ =0, 

dont la dérivée est 

Si gt et gi sont réels, cette équation a deux racines réelles et deux racines 
imaginaires conjuguées. Ges racines sont 



20) 20) 



(2(0 2(ji>'\ /2a) 2a)'\ 



(») Voir Clebsch (Lindemann), Leçons sur la Géométrie, t. II, p. 38 1. 
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si on les désigne par a, 6, c, d elles vérifient la relation 

qui s'obtient en appliquant les formules (7) et (9) page 62 (S est un inva- 
riant de réquation). 

7. Étant donnés trois points P, Q, R sur une cubique, déterminer un 
triangle ABC dont les sommets soient sur la courbe et dont les côtés 
passent respectivement par les points donnés P, Q, R. 

Il y a quatre solutions. Si les trois points P, Q, R sont en ligne droite, 
les sommets de Tun des triangles sont en ligne droite : il reste seulement 
trois triangles proprement dits. 

8. Si Ton considère une conique ayant deux fois un contact du deuxième 
ordre (trois points confondus) avec une cubique, la droite qui joint les 
points de contact va passer par un point d'inflexion. 

9. Si Ton considère l'une des trois tangentes menées d'un point d'in- 
flexion le point de contact est tel qu'il existe une conique ayant en ce 
point avec la cubique un contact du cinquième ordre (six points confondus). 
Retrouver que le nombre de ces coniques est 27. 

10. On mène la tangente à une cubique en un point Pq; soit Pi le point 
où cette tangente rencontre de nouveau la courbe. On mène la tangente 
en Pi, soit Pj le point où cette tangente rencontre de nouveau la courbe. 
On détermine ainsi une suite de points 

dont chacun est le tangentiel du précédent. Trouver la condition pour que 
le contour ayant ces points pour sommets successifs se ferme et forme un 
polygone de r côtés. 

On écrit la relation qui existe entre les paramètres de deux sommets 
consécutifs et l'on exprime que Pr coïncide avec P©; on trouve que le para- 
mètre de Po doit satisfaire à la condition 



Mo = 



•2 /n w -h 2 w (o' 



(— i)''-i*2''-i-i 



mais il faut encore examiner si le polygone correspondant à une solution 
a bien r côtés. 

Par exemple, pour r = 3 on trouve parmi les solutions les tangentes 
d'inflexion comptées trois fois. 



CHAPITRE IV. 

ÉTUDE SPÉCIALE DES NOTATIONS DE JACOBI. 



I. — Fonctions de Jacobi. 

69. Objet du Chapitre. — Les séries et produits à double entrée 
employés pour définir les éléments d^ l^, p, Z, H à Taide desquels 
on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques, peuvent être 
remplacés, aussi bien dans la .notation de M. Weierstrass que dans 
celle de Jacobi, par des séries à simple entrée beaucoup plus ra- 
pidement convergentes. 

Nous allons exposer ici les notations de Jacobi : nous avons 
d'ailleurs montré comment on passe d'un système de notations à 
l'autre, en donnant la relation entre les fonctions H et a* (n** 40). 

70. Périodes. — Nous avons déjà dit que le rapport — des deux 

périodes doit être imaginaire, sans quoi le réseau des parallélo- 
grammes n'existerait pas. On peut toujours changer le signe de to 
ou de 0)', car une fonction admettant pour périodes 2cj et liù' 
admet aussi pour périodes — aw et liù' par exemple. Nous pou- 
vons donc choisir les signes des périodes de façon que dans le 

rapport— le coefficient de i soii positif; c'est là ce que nous 

supposerons toujours. Jacobi désigne les périodes par 2 K et 2 iK' ; 

dans le cas particulier où K et K' sont réels, le rapport -jr doit 

être positif. Nous pourrons employer tantôt l'une tantôt l'autre 
manière de désigner les périodes : on se rappellera que 

to = K, w'=tK'. 
Si, dans le cas général, on pose 

IZiù'i tcK' 
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le nombre q a an module plus petit que l'unité, car la partie 
réelle de Texposant est négative. 



71 . Développement en série simple de la fonction Z u. Valeur de o. 
— La fonction 

construite, comme nous l'avons expliqué, avec les périodes 21a 
et 2cj', a pour pôles simples de résidu + i tous les points 

où m et /i prennent toutes les valeurs entières positives, négatives 
et nulles. 

Nous allons construire cette fonction d'une autre manière, en 
formant, à l'aide d'une série de cotangentes, une fonction ayant 
les mêmes pôles et les mêmes résidus que Z. Le point de départ de 
la méthode réside dans ce fait que la fonction 

— col — (u — 2/ito )-f- const., 
•2 to 2 O) 

où n est un entier déterminé, a pour pôles simples de résidu +1 
tous les points 



a — 2 71(0 = 2/710), 



ou 

w = 2/noj -i- 2/ito', (/7i = G, ih î, dz 2, . . ., d: 00). 

Considérons la fonction 



Un = C0t—^(U — 2/lw') — M, 

2W L 2W J 



où n désigne un entier positif; elle admet comme pôles simples, 
avec le résidu + i , tous les points 

u = inoi'-h^moi (/7i = G, ±1, ± 2, . . .). 
Cette fonction peut s'écrire 

cos — (u — 2/ioi') — isin — (u — 2/ito') 

,- 7C 200 20) 

U/1= » 

2(0 . 1t , ,^ 

sm — (u — 2/10) ) 

20)^ 
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OU en introduisant la quantité q = e ^ ^ 



U« = 



Itui nui 

iTz e **** r/'* lie e ^ <?*'» 






Cette forme de U,, montre que la série 

n = l 



est convergente, à la façon d'une progression géométrique dont la 
raison serait q'-. 

Considérons de même, en supposant maintenant n entier et né- 
gatif, la fonction 



\n= — \ COt — (u — 2/10)')-+- i ; 
'lUi [_ 2 0) J 



elle admet comme pôles, avec le résidu + i, tous les points 

u = inui'-himtii, m = o, ±1, =fc 2, . . .: 

on peut l'écrire 



TZtit 



V/i — — 



w ^'" 



et l'on voit que la série 

2;v. 

n=- l 

est convergente. 

Nous allons vérifier que la fonction 



00 

_ , ^ r TTM V' TU r TT , f\ 1 

4>(W)= COt h > COt (M — 2/10)) — { 

2 tO 2 (« J^ 2 W L 2 (0 J 

/i = l 

00 

-1-7 — COt — (u — inoj')-¥- il 
jLà lia l i(x}^ J 



est identique à Z(m). 

D'abord cette fonction <E>(w) est impaire comme Z( m); on le vé- 
rifie immédiatement en écrivant la série qui donne <E>( — u) : cette 
série est égale à — ^(m). La fonction ^( u) a les mêmes pôles et 



ITZ 
'2 0J 



KTUDE SPÉCIALE DES NOTATIONS DE JACOBI. IO9 

les mêmes résidus que 7j(u). Elle satisfait aux relations 

4> ( w -4- 2 w' ) = <i> f a ) ^ • 

^ tu 

La première de ces relations est évidente, car chaque cotangente 
admet la période 2(0; la deuxième se trouve en formant la diffé- 
rence 

4> ( ?/ 4- 2 o)' ) — ^(n) 

et remarquant que, dans la différence des deux séries, les termes 

se détruisent deux à deux sauf deux termes 
Considérons alors la fonction 

Cette fonction est régulière en tous les points à distance finie, car, 
dans le voisinage d'un point 

Il = '2 inoi -h 1 n w', 
on a 

*(w)= ; -H fonction régulière, 

Il — o.nioi — 'inaj 

Z(ii)= ; -+- fonction régulière, 

et, en retranchant, on voit que ^(w) est régulière au point con- 
sidéré. En outre, d'après les relations que vérifient ^(w) etZ(z^), 
on a 

W(m-+-2w')= W(w)— — + — . 

Cl) O) 

En répétant un raisonnement qui a déjà été fait (n*' 24) on voit 
que la fonction ^"{11) est une constante et de plus que Ton a 

1 

Ainsi 

4>(M)=Z(w)-h const. 

Cette constante est nulle puisque ^(w) et 7j(ii) sont impaires 
toutes les deux. 
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En définitive, on a obtenu pour Z(w) le développement 

00 

„ , - T: TZU V^ 7C r TU , f . .1 

Z(w)= — cot h > — cot — (u — anoi) — il 

' 2 0) 2 0) Jmà 2 0) L 2 W ' J 



/l=l 



2—^ cot — (u — 2no)' )-+- 1 . 
20) L 2to' ^ J 



«=— 1 



De plus, en se rappelant que Ton a posé 3 == 7^(0' — wV, on 
voit que l'on a démontré la relation suivante 



, ITT 

ro) — wr = — 
2 



72. Fonction H. — Nous avons déjà défini la fonction H comme 
une fonction dont la dérivée logarithmique est Z. L'expression 
simple que nous venons de trouver pour Z va nous donner, par 
intégration, un produit très convergent servant à définir H. Le 
problème se pose comme il suit : 

Trouver la fonction dont la dérivée logarithmique est 

rw / \ ~ TZ II ^%^ 7^ I ^ / A \ • I 

L(u)= cot h > cot ( W -f- 2 /l 0) ) -4- i I 

2 10 2 tO Md 2 CO [_ 2 0) J 



/i = l 

00 



-i- y cot (u — 2/10) ) — l\. 

^20) L 20)^ ^ J 

n = 1 



Pour écrire le second membre, nous avons, dans une des 
sommes qui figurent dans Zz^, changé /i en — n. 
Si Ton intègre entre o et u le terme 



on trouve 



TT ( "^ / / • I 

cot (u -^ 'llHà ) -f- « , 

2 W L 2 0) J 



^\X\ — ( U -{- 1 1l Lu' ) 
T ^ 2t0 IIZU 

Log -. ■ \ , 

. TlT.lù 2 0) 

SI 11 



0) 



puis en remontant des logarithmes aux nombres 



TZ 

sin — ^ ( w-h 2/iw') /7c„ 



2 0) 



. /l Tito 

sin 

O) 



z» 2 0) 
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OU bien 

-—{it + lniù') — - — (M-t-îno)' I -- — 



ntû' . n (â)' 
I 71 —171 



OU enfin, en effectuant au numérateur puis en multipliant les deux 

/TCO)' 



n 



(Û 



termes par e "" , 

1 — 72/* 
On a donc 



ITZ tt 



rji'l 



2wL -iw^ ^ J du °A1 1— ^ 

On voit de même que 

nin /> Cl) 



00 _iJlIL 



7 -^ cot — ( «^ — 9-/i0j') — i = -j- Lo<ç I I 



7»«e 



r2/» 

/i = l n = l 

Nous avons ainsi les expressions des deux sommes qui entrent 
dans Z(w). 
D'ailleurs 

T. d ^ . TZU 

cot — ic^ -T- Loff sin — • 
•2 0) a// 20J 



Donc on peut écrire 



Z(«)=^^H(«), 



en posant 



/! = 1 



où C désigne un facteur constant. On trouve enfin, en effectuant 
le produit des deux facteurs du terme général, 



n = l 



I — - ig^^ cos h 7*'* 



73. Développement de H(u) en série trigonométrlque. — Le 
produit n qui figure dans l'expression ci-dessus de H(w) peut 
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être ordonné suivant les puissances positives de cos — : comme 



une puissance positive de cos — est égale à une somme de cosinus 
en une série de la forme 



des multiples de — » on voit que le produit II peut être développé 



n = Co-+- Cl cos h Cj cos h 

(0 (0 



Pour avoir H (m) il faut multiplier par Asin — ; on peut, dans 
le produit obtenu, remplacer chaque terme de la forme 



. Tzu mzu 
sm — cos 

'2 h) h) 

par une différence de sinus. On est ainsi conduit pour H(w) à un 
développement de la forme suivante, où, diaprés les notations de 
Jacobi, nous faisons co = K, a)'= i¥J : 

,,, . . irW . 37UM . , . TZU 

H(w) = «0 sin — i7 -h ai sm — 5^ -+-. . .-h an sin(2/i -+- 1) -^ -h. . ., 

2IV 2l\ 2xV 

ou bien, en remplaçant les sinus par des exponentielles 

iizn JiTZn Si 71 m (l/i-M)f 7t/< 

H(u)=z Aoe2K _f. Aie 2«^ ^_A2e"2^»^ -4-...+ A«e «^ 

lit II 3 I TT H 

— Xoe"^ — Aie ^K~_.... 

Pour déterminer Aq, Ai , . . , , on se sert de la formule (26) du 
n" 21 où l'on remplace S par sa valeur — 



iTZlt 

H(u-h2iK') = — î-e »^H(w). 

q 

On a 

t 7C // A / 7C f< 5 1 71 U 

H(w-H2fK')= Ao^e^^ + Ai^3/Tr ^_ k^q^e^"^ -4- 



D'autre part 



^ q^ q^ 



le" îii H(w)= :5ie— iir_|. ^ e-2ir _j. :^ e~*K" _h , 

» 3 /7t/< A 6/71 M 

__ ùî e — 2^ — -^ e — ïK" — 

v* o • • • • 
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Identifiant ces deux séries, on a les relations compatibles 



• > 



_Ao---3A,, -A|_--A5, ..., - A„_, _ - -^^;^ A,„ 

qui se réduisent à 

Ai = — ^'Ao, A2 = — ^^Ai, ..., Art = — ^2«A;i_i, ..., 

d'où, en multipliant membre à membre, 

A«=(— i)«^«(«+i>Ao. 
On a donc 

H(M)=Ao2(-i)«^«t«+»a^ -^ J> 

= B( sin— rr —q^sm—j:- -4-...-i-(— i)"ûr«(«+i)sin(2/i-f- 1) — =7 -+- 

Lé coefficient B peut être choisi arbitrairement, car jus- 
qu'ici H (m) n'a été défini qu'à un facteur constant près. On 

prend B = 2^^ et l'on a pour H(w) le développement 

,, , ^ ^ . T.n ^ . 3t:u ^,^ . 5Tzn 

H(m) = 2<7* sin - — 2âr* sin — ,v -i- 27 * sin — -- -h. . . 
^^ -^ 2K ^ 2K ^ 2K 

-f-(— i)«27 * sin(2/i -h i)-V' 
^ ^ ^ 2K 

ou encore 

TZU 4/—- . 37r?4 4/ — - . ôt:?^ 



-, , . i/- . ira 4/— . OTtft 4/— p . JT.U 

H(m) = 2\/7 sin -j7 — 2\/âr9 sin — r-^ -h i^q-^ sin — p- -f-. . . 
^ ' ^ 2K ^ 2K ^ ?A\ 

-+- ( — I )''^ 2 Z^' 2 '^ ■+- ^ '• sin ( 2 n -h I ) -~ • 



Cette série converge très rapidement, plus rapidement qu'une 

progression géométrique, car les exposants de ^* croissent comme 
les carrés des nombres entiers. 

a 

Quand il sera nécessaire d'indiquer les périodes avec lesquelles 
est construite la fonction H(w) nous écrirons cette fonction 
H(m|K, îKJ), notation analogue à celle que nous avons employée 
pour du en écrivant <3'(M|a), w'). 

A. ET L. 8 
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74. Fonctions H, Hi, e, 61 de Jacobi. — Nous avons vu que ^u 
et H(2/) sont analogues à-^sin-^ tandis que pu est analogue à 

En Trigonométrie on introduit, en même temps que 



4w* . . T.U 

sm* — 

20) 



ces fonctions, celles qu'on en déduit en ajoutant à l'argument u 
une constante o) égale à la moitié de la période ao), et l'on pose 

cos — = sm — iu -H (o). 

2 0) 2 0) 

De même, à côté de la fonction H(w) construite avec les pé- 
riodes 2 K et 2fK', on considère les fonctions obtenues en ajou- 
tant successivement à l'argument u les demi-périodes K, K' et 
K-h iK', ou du moins des fonctions qui ne diffèrent de celles-là 
que par des facteurs exponentiels simples. 

En désignant par A l'exponentielle 

k = e ^^ , 

linéaire en u^ on définit les fonctions H|, 8, 0| par les égalités 

' H,(«) = H(a4-K), 

(,) ! e(i/) =^H(M-i-/K'), 

e,(w) = iH(a-f-K-f-iK'); 
les deux dernières montrent immédiatement que 

(2) ei(a) = e(«-+-K), 

car, si l'on ajoute K à w, X se reproduit multiplié par — 1. 

Voici quelques détails sur les expressions de ces fonctions par 
des séries. 

Tout d'abord la formule 

Hi(w)=H(?/-4-K) 
donne, pour définir H|(w), la série 

\\,(U)=1\/<I COS—, ->r'î\/q^ C05 — p h... -+- 2 V^<7 '*""*"*' COS^^ p -..., 

'^^•iK'' 2K -* 2K 
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OU en remplaçant les cosinus par des exponentielles et en re- 
marquant que — (2/î-f-i)=:2 ( — n — i ) -f- i 

"*■* (2/14-1)» .. ^, «"ir// "^ _K' (2/1-4-1)» ,. . iTZu 

(2/14-1)— -r- V^ -^-U- ; ^-♦-(2/l4-l" 



H.(«)= 2 y~^«"""'^= 2 ^""''~ 



2K 



On peut encore donner une autre forme à cette série en consi- 
dérant l'exposant de e qui est du second degré en (2/1 -t-i), 
comme formé par les deux derniers termes du développement de 



7^,[w-4-(2/H-l)lK']î. 

On a ainsi 



H,(w) = e ^^^' V e 



m. 4- 00 

^,l//4-{2/l4-l)lK']« 



/!=: — 00 



Passons maintenant à la fonction 0| . On a par définition 

e,(w) = -^H(w-4-K-+-iK') = iHi(w-hiK'). 

Or 

, 4-00 

-ri/îr-rÈ'^"-+-''i') V^ -..^.,[//4-(2/i4-2)/Kr 



H,(^4-.-K0=e-rkK".-K— '^» 2 



g»KR' 



/î:=— 00 



Dans la nouvelle série le nombre pair (2/1-1-2) prend toutes 
les valeurs de — ooà -i-oo; on peut le remplacer par 2/1, on trouve 
alors 



ei(w) =e '*^^' V e 



4-00 

7C«» ZlZ 7C , „ .... . 

_^,(„^2/l/h,- 



/! = — 00 



série analogue à celle qui définit H4(w), mais où figure, dans le 
terme général, un nombre pair 2/1 à la place de (2n -\- i). 

Quand on augmente u de iK' les sommes qui figurent dans les 
expressions de H< ( u) et 0i ( w) s'échangent l'une dans l'autre. Il en 
est donc de même pour H^ (i^) et 0^ (m), à un facteur près prove- 



TZIO 



nant de l'accroissement de l'exposant de e '*^^ . On vérifie ainsi 
les égalités suivantes qui résultent aussi des équations (i) 
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La série qui définit la fonction 8| (w) peut s'écrire en eflFec tuant 



TZn* 



la multiplication de chaque terme du second membre par e '* 



KK- 



m 71 M 



ei(«)= 2 ^"'^ " ' 



/i=— « 



OU, en associant les termes qui correspondent à deux valeurs de n 
égales et de signes contraires 

^ , ^ Tzu ^ 2.TZU , mzu 
Si(u) = i-\-2q cos-rj- 4- 2^*cos— =? — h. . .-h 27" COS— rr h. . . . 

Enfin, la quatrième fonction S(u) peut se définir au moyen de 

l'égalité 

e(w) = e,(w-+-K); 
on a donc 

^/ V "ï^w , iTzu , ^ , /lira 

0(m) = I — 'xq cos-^ -\-iq^ cos -^ h. . .-i-(— O^û^" cos — rr h. . . . 

Il résulte de ces développements que, la fonction H (m) seule 
est impaire, les trois autres sont paires 

H(-w) = -H(m), Hi(-£^) = H,(a), 

e(— a)= e(M), ei(— m)= e,(w). 

7o. Zéros des fonctions H, Hi, e, Bi. — Les zéros de H(m) sont 
connus. Ceux des trois autres fonctions s'en déduisent immédia- 
tement d'après les égalités (i) qui définissent ces fonctions à 
l'aide de H(m). 

Les résultats sont donnés par le Tableau suivant dans lequel on 
a inscrit, en face de chaque fonction, l'expression générale de ses 
zéros et où m et /i désignent des nombres entiers 

II(w), 2mK-t-2wiK', 

Hi(w), (2/n -h i)K H- 2/iiK', 
6 (m), 2mK -+- (2/1 -t- i)iK', 

61 (m), (2/?l-4-l)K-f-(2/2 -i-i)tK'. 

76. Formules relatives à l'addition d'une période ou d'une demi- 
période. — Considérons, en premier lieu, la période 2K et sup- 



ÉTUDE SPÉCIALE DES NOTATIONS DE JACOBI. II7 

posons qu'on ajoute cette période à l'argument, on a d'abord 

H(a-4-2K)=— H(m), 

comme cela résulte des développements de Hz/ en série simple ou 
en produit simplement infini, développements qui ne dépendent 

que des sinus et cosinus des multiples de — ^« 

Les égalités qui définissent, à l'aide de H, les trois autres fonc- 
tions donnent le résultat correspondant pour ces fonctions; on 

trouve ainsi 

H(w-+-2K) = — H(w), 

Hi(£4 4-2K)=— Hi(w), 
e(u-hiK) = e(M), 

ei(a-4-2K) = ei(w). 

Si l'on ajoute seulement la demi-période K on a d'abord par 
définition 

et, en tenant compte des résultats précédents, on trouve 

Hi(a4-K)= — H(m), e,(M-+-K) =e(u). 
Réunissons ces formules 

H(M-hK) = H, (m), 
H,(m-{-K)=-H(w), 

e(w + K) = ei(M), 
ei(M-i-K)= e(a). 

Considérons maintenant la période 2iK!, Les résultats s'ob- 
tiennent aisément pour 0| et H| en se servant des développements 

+ ao 



e,(w) = e *»^«^' Y e^ 



n = — 00 



7C«* ■^* TZ 



H,(„) = rnnF 2 eTinT'"-'»"-'""'''. 



/î = «0 



Si l'on augmente de a/K' l'argument, chacune des fonctions 0,, 
H| se reproduit multipliée par le même facteur que Fexpo- 



Il8 CHAPITRE IV. 

nentielle 

71 M« 



e *KK' 



Dësignons par [x ce multiplicateur, c'est-à-dire posons 

11 = e ^^ 
nous aurons 

e,(tt + 9.iK')=[jiei(M), Hi(w + 2iK')= (iHi(i«). 

Pour passer de là aux fonctions 6 et H, il suffit de diminuer Tar- 
gument de K dans les formules précédentes : 8| (u) et H|(m) de- 
viennent respectivement S(u) et +H(tt), [jl se reproduit mul- 
tiplié par e"^, c'est-à-dire — i, et il vient 

e(w-i-2iK')=— fie(w), H(M-i-2tK') = — (iHi(i«). 
Réunissons ces formules 



e(a-h2tK') = — |jie(w), 

H(M-h2iK') =— [jiH(w), 



(1 = e "^ 



Si l'on ajoute la demi-période iK', nous avons vu (n® 74) que 
les fonctions O^, H| s'échangent à un facteur près X défini par 









X est le multiplicateur de l'exponentielle e ^^^' correspondant à 
l'accroissement ÎK.' de l'argument u. 

Si, dans les formules ainsi obtenues, on retranche K de l'argu- 
ment, et si l'on remarque que X se reproduit multiplié par i\ on 
trouve les formules correspondantes pour 8 et H. On a ainsi 

ei(ttH-iK')= XH,(w), 

iU{u-\-iK')= xei(M), ^^ _'-^„„,.,K') 

e(w-htK')= iXH(w), 
H(a-f-tK')= tX e(a), 

Enfin, si l'on veut ajouter la demi-période K + iK', il suffit 
dans les formules précédentes d'ajouter K à l'argument, ce qui 
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donne 

e,(M-i-K-hiK')= iXH(m), 

Hi(tt + K-M-K')=— iX e(w). .[:^(2,,H.,K') 

e(M-+-K-i-iK')= XHi(m), "^ ' ■ 

H(M-hK-f-tK')= Xe,(M), 

77. Addition d'nn nombre entier de périodes. — Supposons 
d'abord que l'on ajoute 2/iK à l'argument; cela revient à ajouter 
n fois successivement 2K et, comme le signe de la fonction peut 
seul changer, le résultat se déduit immédiatement des formules 
relatives à l'addition de 2K. 

Supposons maintenant qu'on ajoute 2/w/K', on pourrait encore 
ajouter successivement m fois 2fK'; mais on peut obtenir de suite 
le résultat en remarquant que chacune des fonctions 0| et H| est 
égale (n® 74) à une fonction admettant la période 2fK' multipliée 
par l'exponentielle 



e 
D'après cela 



e *<iK' 



miTZ , .„,, 

(«-4-mi k') 



Hi(w-f-2mtK') = e ^ Hi(m), 

û / '^f\ r— (M + miK') 

6i(mh- 2miK ) = e ^ ^\{u)\ 

en remplaçant dans ces formules u par u — K, on trouve 

H(M + 2mtK') = (-i)"»e « *""^'"''' ' H(m), 
e(a-i-2miK') = (-i)'«e k '"-^'"' ^ e(w). 

Enfin, on démontrerait de même 

Hi[M-+-(2//l-hl)lK'] = e ♦K ' ^ Bi(w), 

e,[M-+-(2//n-i)iK'] = e *»^ Hi(w), 

H[M-h(2m-hi)iK'] =(— i)'»te 4K ^ ^ e(a). 

e[w-4-(2//H-i)iK'] = (— O'^te *K H(a). 

78. Développements de Hi, e, 61 en produits infinis simples* — 
Ces développements se déduisent du développement de H (m) 



120 CHAPITRE IV. 



obtenu plus haut par l'intégration de la série de co tangentes qui 
donne Z(ii). Nous avons trouvé (n** 72) 

" = •/ iizn \/ iTZu \ 



n = l 



Cherchons d'abord le développement de la fonction 



iizn 



e(fO= ^Vge »>i H(a-f-iK'). 



iTZll 



Quand on ajoute «K' à Targument w, l'exponentielle e *^ se 
reproduit multipliée par g; le facteur 



. Tzu e^^ — e ^^ 

Sin — r7 = 



2K 7.1 

devient 

/ lit II i%n\ 

ll\/q 

et l'on obtient 






/i=i 



Si l'on fait entrer dans le produit le premier facteur, on voit 



ITZii ilZu 



que les facteurs contenant e ^ sont de la forme 1 — q-"'^*e 



K 

iTZll 



où n varie de o à oc, et les facteurs contenant e *^ de la forme 



iTZn 



i — q-"'^* e ^ , ou n varie également de o à 00. On a donc, en 



posant pour abréger —^— = A. 

2 /«y 






/i=0 



= A( I — 2q cos -^^ — h ^2 j/ I _ 2^3 cos '-j~ ■+■ q^j , . ., 

Les développements en produit de H, et de 0» s'obtiennent 
immédiatement en changeant w en w + K dans les développements 
ci-dessus de H et de 6. 
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Le fadeur A n'esl pas arbitraire puisque, dans les développe- 
ments en séries trigonoraé triques des fonctions H, H», 0, Bj, les 
coefficients sont complètement déterminés. Ainsi, en identifiant 
les développements de 0| en produit et en série, on doit avoir, 
quelque soit x^ 

K{\-\-7.q C0S1X -^^ q^){i ->r iq^ cos2a? -t- ^*). . . 
= 14-2^ CCS 207 -\-iq^ cos4a7 4-2^^ cos6a7-4-. . .. 

On aurait une première expression de A en faisant ^ = o dans 
celte identité. Jacobi a montré que l'expression ainsi obtenue 
peut être remplacée par la suivante : 

Nous admettrons ici ce résultat. On verra, dans une Note placée 
à la fin du Volume, comment on peut transformer le produit infini 
pour obtenir la série trigonométrique et comment se présente, 
dans ce calcul, l'expression de A donnée par Jacobi. 

Nous réunissons ici les développements en produits simplement 
infinis des quatre fonctions. En posant 

H ( j = kisj q sina(i — 25^2 cos2w -f- ^*)(i — 2 5^*0082 a ->e- q^). . ., 

11 1 ( I = Kiy q cosa(i 4-2^- cos2W -^ q^){\ -f- 25^* cos2 w 4- ^*j 

/ 2 K M \ . , 

H ( I = A(ï — iq C0S2a -\- q'^)\v — 25^80052^ -\-q^),... 

H] ( j = A(i4- 2^ C0S2W ■+- q'^){\'\- iq^ C0S2 w 4- ^^) 

2K 

79. Relation • — H'(o) = Hi(o) 6(0)61(0). — Cette relation, sur 

laquelle nous aurons à nous appuyer, se vérifie très simplement à 
l'aide des développements en produits infinis qui précèdent, en 
suivant une méthode donnée par M. Hermite (voir Note sur les 
fonctions elliptiques^ à la fin de l'Analyse de Serretj p. 791 
et 798). 

On a immédiatement 

Hi(o) = 2v/^AP2, 
6(o) = AQ^ 
61(0) = ARS 
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en posant pour abréger 

Q = ('-^) (i-<7')(i-<7»)..., 
D'après la relation suivante due à Euler 

^ (l-5r)(i-^î)(l-.^3) 

_ I 

on voit que 1 on a 

ou bien 

PQR = i. 
D après cela 

H,(o)e(o)e,(o) = 2v^A3. 

Calculons maintenant H'(o) en regardant H( ^^ — -j comme un 
produit de deux facteurs dont l'un serait sin ii, nous trouverons 

On a donc bien l'égalité qu'il s'agissait de démontrer 

— H'(o) = Hi(o)e(o)ei(o). 

Remarque, — Les expressions précédentes de H|(o), 0i(o), 

0(o) montrent que s/k et \Jk' ^ définies plus loin (n° 83), sont des 

F' 
fonctions uniformes de la variable t= ^> et la relation PQR= i 

permet de montrer que ce sont des fonctions de q régulières 
pour toutes les valeurs de q dont le module est moindre que i . 

80. Formules relatives à l'échange de K et K'. — Dans la nota- 
lion de Weierstrass nous avons vu que les fonctions d{iu\iiij o)'), 
p{iu\{ù, (1)') peuvent s'exprimer à l'aide des fonctions 



a* u 



iù' . \ / 0)' . \ 
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Comme actuellement nous posons 



on a 



—r = K', tu) = i'K: 
i 

on passe donc des premières fonctions aux deuxièmes en permu- 
tant K et K'. Nous allons établir des formules du même genre pour 
les fonctions de Jacobi. 

Convenons de désigner par H (w[K, «K') la fonction H construite 
comme plus haut avec les deux périodes aK et ii¥J, Cette fonc- 
tion s'exprime d'une manière simple à l'aide de la fonction H 
construite avec les périodes aK' et ajR, H(w|R', «K). Comme 

K' 

on a supposé la partie réelle de |^ positive, il en est de même de 

la partie réelle de ^,; la quantité 

K 

a donc un module plus petit que l'unité, et la fonction 

H(w|K', îK)est 

H(m|K', iK) = 2y/ûrosin-^=T7 — 2v^sin-r=T7- -h 

2lv 2lv 

Cette dernière fonction vériGe les deux relations 

H(a-h 2K'|K', iK)=-H(M|K',tK), 

obtenues en échangeant K et K' dans les formules relatives à 
l'addition d'une période, vérifiées par la fonction H(w) ou 
H(w|K,fK'). 

Ceci posé, dans le produit 

e^^^'n{u\K,iK'), 

analogue à ceux que nous avons considérés déjà à propos de H, 
et de 0| remplaçons u par «m; soit /(m) la fonction ainsi obtenue 



f{u) = e ^^'H{iu\K,iK'). 
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On vérifie aisément les deux égalités suivantes, conséquences 
des relations fondamentales de la fonction H, 

//(a-t- 2K')=~/(w), 

l /(a-f- 2iK) = — e ^ /('/)• 

Ces relations sont identiques à celles que vérifie H(w|K', /K). 
En outre, les deux fonctions /(w) et H(wlK', / K) ont les mêmes 
zéros, savoir les valeurs de u données par la formule 

m = 2 m K ■+- 2 nt K', 

ou bien 

M = — 2 miK ■+- 2 n K', 

m et n désignant des nombres entiers. 
D'après cela, le rapport 

H(a|'K', «K) 



rM I 



est une fonction doublement périodique aux périodes 2K et laiR 
et, d'autre part, cette fonction est partout finie : elle se réduit 
donc à une constante. Désignons cette constante par Af. Nous 
avons l'identité 



71 f/' 



e ^Ki^ H(m|K, iK') = A/H(w|K', iK); 
on en déduit les suivantes : 



ttm' 



e *KK' e(m|K, iKO = AHi(a|K', tK), 



TCwS 



e *KK'e,(m|K, iK') = A e,(w|K', iK), 
e~*»i»i'H,(mlK, tK')- A e(a|K', /K). 

Il suffit pour cela de remplacer dans la première de ces identités u 
par u -h K', dans la deuxième w par u -h «K, dans la troisième u 
par u H- R', en se reportant aux formules du ft® 76 et à celles 
qu'on en déduit par l'échange de K et R'. 

81. Diverses notations usitées pour les fonctions de Jacobi. — 
M. Weierstrass emploie les notations suivantes reproduites dans 
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le Traité des fonctions elliptiques de Halphen 

2r, ((;) = lyq siniTP — i^q^ sin37cp-h2/^*» sinôni^ — . . ., 

^i{v) = 'k^q cosTZV-hOL^q^ cosSiri^H- 2 v/^'** cosjirp -4-. . ., 
2rj(p) = I -^ 2^ cos it: V -\- iq^ cos ^Tzv -{- iq^ cosSirp-f-, . , 
2ro(pj = I — -iq cosir.v -h7,q^ cos^tzv — iq^ cosôttp — . . ., 
OU 

a = e'»", T = — . 

On a seulement conservé ici la lettre q au lieu de la lettre h 
qu'emploie M. Weierstrass pour désigner e'^^'f. 

La correspondance entre les deux notations est donnée par 






e.( 



e(«) = &.(^). 

Jacobi, dans ses Leçons {Jacobins gesammelte Werke, t. 1, 
p. 497)5 lï^el ^(i{u,q) où Ton mettrait, avec la notation de 

M. Weierstrass, 2ra(- j et supprime l'indice o. Briot et Bouquet 

désignent les périodes 2K et 2fK' par (o et (o'; ils emploient 
d'autres notations reliées à celles de Jacobi et à celles de 
Weierstrass par les formules 
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82. Relations entre les cr et les ^. — Ces relations sont 

^^^ H'(o)* 
o'(ti)) Hi(o) 



e(")J5«' 



ou 



bien 






^1(0) 



2(0 



La première de ces relations a été démontrée (n® 21). Les 
autres s'en déduisent en tenant compte des formules relatives à 
l'addition d'une demi-période, et en remarquant que rfi, ^2, ^3 
deviennent égales à i pour w == o. 

n. — Fonctions snw, en a, dnw. 

83. Définitions. — Si l'on compare les multiplicateurs des 
fonctions H(w) et6(w) qui correspondent à la période 2K, puis à 
la période 2iK', on voit que les premiers sont égaux et de signe 
contraire, les derniers égaux et de même signe; il en résulte que 

le quotient — — ^ admet pour les mêmes périodes les multipli- 
cateurs — I et H- I. 

Jacobi a été conduit à considérer les quotients des fonctions H, 
H|, Si par la fonction 0. Posons 

0(m) 
0(m) 
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(On lit les premiers membres 5, /i, u puis c, n, u puis enfin 
d, 71, w en énonçant successivement les trois lettres.) Détermi- 
nons les facteurs constants A, B, C, de manière que les trois 
fonctions prennent la valeur i la première pour u^ R, les deux 
autres pour w = o; nous aurons les égalités suivantes de définition 



I niu) 

Sn M = —r -xy-^ > 








y k e(a) ' 


/Z- 


H(K) 

«(K) 


H,(o) 
»i(o)' 




/F' = 


6(0) 
©,{o) 





La fonction snw est seule impaire, les deux autres sont paires 
sn( — u) = — snw, cn( — a) = cna, dn( — u) = dnu. 

Cela résulte de ce que H (m) seule est impaire, n° 74. 

84. Addition d'une période ou d'une demi-période* — Les for- 
mules relatives aux fonctions H, Hj , 0, 6, donnent immédiatement 

sn(M-f-2K)= — snw, sn(a-h2iK')= snw, 
cn(M-f-2K)= — cna, cn{u -h liK') = — cna, 



dn(w-t-2K)= dnuy dn(a •+• at'K') = — dnw, 



puis 



cnu 



sn(a -t- K) = -.; — » sn(w -h i'K') = 7 

anu ^ ksnu 



— k'snu , .,,,, dn 



u 



cn(w4-K) = — , cn(wH-iK')= ., 

an a ik^nu 

dn(a-4-K)=-T , dn(w -H iK') = -^ , 

dnt^ ^ isna 

sn(w4- K4- i'K') = -j , 

' A' en M 

en ( M 4- K -h i K' ) = -77 » 

iK en w 

dn(M-h K4- tK ) = 

cnw 

85. Construction, à l'aide des fonctions sn, en, dn des fonctions 
elliptiques aux périodes 210 et 2 w' ou 2K et 2tK'. — Les fonctions 
snw, cnw, dn M n'admettent pas les deux périodes 2K et 2VK'; par 
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exemple snu change de signe quand u augmente de 2K. Mais il 

est aisé de construire avec ces fonctions des fonctions elliptiques 

admettant ces deux périodes : telles sont, par exemple, les deux 

fonctions 

sn^Uy snu cnudnUf 

et, en général, toute fonction rationnelle de ces deux fonctions. 

Inversement, nous verrons plus loin que toute fonction ellip- 
tique aux périodes 2K et 2iK! peut s'exprimer rationnellement à 
l'aide de ces deux fonctions. 

Avec les fonctions de Jacobi on peut donc, tout comme avec 
les fonctions p et p', construire toutes les fonctions elliptiques 
aux périodes 2R et a/K'. 

86. Périodicité; zéros; pôles des fonctions sn, en, dn. — Les pé- 
riodes des trois fonctions se déduisent immédiatement des rela- 
tions (i) 

sn u admet les deux périodes 4 K et 2 1 K', 

en M » 4K et 2K-h i/K', 

dnu » i) iK et i^iK'. 

Les zéros de ces fonctions sont respectivement ceux de H(w), 

lli ( u)^ 61 (u) à savoir 

Zéros de sn /^ iniK -^'i /^i K', 

» cnu {'1 ni -h i ) K -\- iniK' , 

M (liw^ ('2;n -h i)K -h (2/i -r- i)/K' : 

ce sont tous des zéros simples. 

Les pôles des trois fonctions sont les mêmes : ce sont les zéros 
du dénominateur commun 0(w). 

Pôles de sn u, en u cl dnu. . . 7.mK-{-(7.n-h i)/K'. 

Ces pôles sont simples. 

Si l'on construit le réseau des parallélogrammes ayant [)our 
sommets les points 

Uo -h '1 7)1 K -h 2, nlK\ 

chacune des trois fonctions a un pôle et un zéro dans chaque [)a- 
railélo gramme. 
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87. Formule d'addition préliminaire. — Nous obtiendrons 
immédiatement les formules que nous avons en vue, en appli- 
quant les théorèmes généraux, sur les fonctions elliptiques, précé- 
demment établis. 

Considérons les deux fonctions 

(5) sne£sn({£ — a), cnucn(u — a) — cna, 

où a désigne une constante. Ces deux fonctions sont doublement 
périodiques aux périodes 2K et 2jK'. Elles sont chacune du 
second ordre, car elles admettent dans un parallélogramme des 
périodes deux pôles simples, à savoir les zéros du produit 

e(M)e(M — a), 

dont chaque facteur a un seul zéro dans un parallélogramme. Les 

fonctions (5) ont donc dans un parallélogramme des périodes 

deux zéros : ces deux zéros s'aperçoivent immédiatement; ce sont 

les points homologues de 11 = 0, et u = (x.. En efiFet, chacune des 

deux fonctions s'annule pour ces valeurs de u. 

Les deux fonctions doublement périodiques (5) ayant mêmes 

zéros et mêmes infinis ne difiFérent que par un facteur constant; 

on a donc 

cnucn(u — a) — cna = AsnMsn(M — a), 

A désignant un facteur constant. Ce facteur se détermine en fai- 
sant w = K; il vient alors 

— cna = A-ï — > A= — an a. 

an a 

En remplaçant A par cette valeur dans l'identité précédente, on 
obtient la formule suivante d'où nous déduirons toutes les autres 
formules d'addition 

(6) cna = en M en (a — a) -+- sna sn(a — a) dna. 

88. Relations entre les fonctions snu, cnu, dnu. — En faisant, 
dans la formule ci-dessus (6), a = o, on trouve 

sn^u ■+• cn^u = i. 
Dans cette formule remplaçons u par u -h iK!, En tenant compte 

Â' ET L. <i 
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des égalités 

sn(w-M'K') = -5 , cn(MH- iK') =— — , 



il vient 



ou enfin 



dn*M 
=1, 



dn* u •+• A* sin* w = i . 



Ainsi deux des trois fonctions sn^w, cn^w, dn^w peuvent s'ex- 
primer linéairement en fonction de la troisième. On a, par 

exemple, 

en* M = I — sn*a, 

dn* a = I — k^ sn* a. 

89. Module. Module complémentaire. — Dans la relation 

dn*a-h A* sn*M = i, 
faisons i/ = K; on a d'abord snK = i, puis la relation 

dn(w4-K) = j — 
' dnw 

donne dnK = A^ et Ton est conduit à cette conséquence 

/:2 -H A:'* = I ; 

le nombre A* s'appelle le modulej le nombre k' module complé- 
mentaire. 

90. Formules d'addition pour sn u et en u, — Dans la formule (6) 
posons a= — v puis, dans le résultat ainsi obtenu, échangeons v 
et u ; nous trouvons 

i cïiu cïïiu -\- v) -\- snu ànv %n(u -{- v) = cnv. 

(?) i 

( eni' en(w H- ç')-4- snp dna sn(if-h t») = enw. 

Ces deux égalités vont nous donner sn{u-\-v) et en (a 4- v) ex- 
primés à l'aide de fonctions dont l'argument est u ou r. 
En les résolvant par rapport à sn(«^ + v)^ il vient 

(8) sn(if-i-p) = 



snt' enw dnw — sna ent^ dnp 
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On a ainsi une formule d'addition algébrique pour la fonction sn u. 
On récrit ordinairement sous une autre forme. Dans le second 
membre le numérateur s'obtient de suite en fonction de snw et 
de snç' en remplaçant cn^u et cn^ç; par i — sn^w et i — sn^v\ 
le dénominateur est une fonction irrationnelle de ces mêmes 
quantités. Si nous multiplions les deux termes par la quantité 
conjuguée du dénominateur, nous trouvons 

(sn*p — sn'w) jsnpcnw dnw -t- snacnpdnpj 
sn(M-hi')= — i— z : — j— 7 ■• 

Le dénominateur est une fonction entière de sn^w et srî^v qui 
s'annule pour u=.v] il doit donc contenir en facteur sn^ u — %n^v. 
On a en efiFet 

alors le facteur sn^ v — sn^ u disparaît et il reste 

sn M en p dn p -4- sn p en M dn u 



(9) sn(a-i-t^) = 



I — k^ sn^M sn*p 



On obtient de même cn{u + (^), en éliminant sn{u-\' v) entre 
les deux équations (7). Effectuons le calcul : nous trouvons suc- 
cessivement 

, . snpenpdna — snacnuànv 

cn(w-t-p)= T T — ; 

snt^enudne^ — snucnv dnv 

j sni^cnpdna — snacnadnp j j snv^enw dna-hsn wcnt^ dnpj 
^ sn^i? cn^a dn'a — sn^w en^i' dn'p 

Dans le second membre le numérateur développé est 

jsn*p dn*w — sn^adn^t^jen w enp — snusnp dn wdnç>(en2 w — en*p), 

ou 

(sn^i' — sn*a) jenw enp — sni^ snp dne^ dnp ! ; 

le dénominateur, on l'a vu, peut s'écrire 

(sn^p — sn2 w)(i — k^ sn' u sn'p). 

On a donc enfin 

en M en p — sni^ sni^ dne^dnp 

(10) CÏ\{U-^-V)— TT 

^ ^ ^ I — A:* sn2 a sn* p 
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Formules d^ addition pour dnw. — La formule (6) 

cna = cnucM{u — a)-h snMsn(w — a) dna 

devient, en posant a = w -h (^, 

cn(M -f- p)= cnw cnç' — snw snpdn(w -+- i'). 

Cette relation donne dn(w -\- v) en fonction de cn(w + (^) : en y 
remplaçant cn(w H- (^) par l'expression (lo) que nous venons de 
trouver, elle donne, après des réductions évidentes, 

. ^ , , . dnwdnp — A* sn w snpcnwcnp 
<ii) dn(a-f-p)= 7- — • 

On a ainsi les formules d'addition pour les trois fonctions sn, 
en, dn. 

Autres formules. — Changeant dans ces formules v en — v^ 
ouen déduit les expressions desn(w — v), cn(w — v)^ dn(i/ — r). 
On a, par exemple, 

snacnpdnp — snpcnwdnw 

sniu — V) = r-; — : 

d'où, en retrancliant de sn(w H- v)^ 

, ^ , . , ^ asnpcnadnw 
<i2) sn(a-h(^) — sn(a — p)= 7- -— , 

formule qui va nous servir à trouver la dérivée de sn u. 

91. Dérivées des fonctions snw, cnw, dnw. Multiplicateur. — 
Pour avoir la dérivée de snw, il faut chercher la limite de 

%X\ili-^K) SÎIM 7 T^ 1 * r 1 

— ^^ y- pour /i = o. Four cela transiormons le numéra- 
teur comme on le fait dans la recherche de la dérivée du sinus, 
en nous servant de la formule (12). Dans cette formule rempla- 
çons u par w -i- - et ^ par -? cela donne 

h / h\./ h 

j . sn - en w H an w H 

si\{u -\- h) — snw 2 \ 2/ \ 2 



- 1 — A-2 sn2 
2 



2 V 2/ 
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Appelons g la limite du rapport quand u tencl vers zéro : 

h 
sn — 

alors — T— tend vers g^ et on trouve, pour /« = o, 

dsnu , 

— ; — = fi' en w an M. 
du 

Le nombre g se nomme multiplicateur, 

92. Expression du multiplicateur en fonction des périodes. Choix 
de périodes 2K et 2iK' telles que le multiplicateur soit égal à 

l'unité. — Nous avons à chercher la limite de quand u tend 

vers zéro. D'après la définition de sn w, on a 

H(jO 

snu __^ 61(0) u 

~w~ "" Ht(o) e(M) ' 

et nous sommes ramenés à chercher la limite de — - — -; cette limite 

u 

peut se déterminer à l'aide du produit simplement infini qui re- 
présente H (m); elle est égale à H'(o) et nous avons démontré 
(n° 79) la relation 

^H'(o)=Hi(o)e(o)ei(o). 

L'expression de g^ savoir 

e,(o) H'(o) 



^ 



Hiio) 6(0) 



se simplifie, si Ton remplace H'(o) par sa valeur tirée de la rela- 
tion que nous venons de rappeler : g est alors donné par l'égalité 

^ = eî(o). 

Jusqu'ici les périodes 2K et 2fK' ont été prises arbitrairement 
et avec le même degré de généralité que 2(o et ato'. Dans ce 
qui suit, à moins de spécifier le contraire, nous supposerons R 
et R' choisis de façon que g soit égal à i, c'est-à-dire nous sup- 
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poserons remplie la condition 

— = 61(0)= I -t- 2<7 -+- 2^*-+- 2<7*-t- — 

En tenant compte de cette condition, g^i, Téquation qui 
donne la dérivée de snw devient 

-7- sn {£ = en u an a. 
au 

Ainsi, à l'avenir, K et R' ne seront plus des quantités indépen- 
dantes : elles seront assujetties à vérifier la condition ci-dessus. 

93. Dérivées successives. — En difTérentiant les expressions 
de cn^M, dn^u, savoir 

en* M = I — sn*w, 
dn* w = 1 — A:* sn*a, 

on trouvera les dérivées de cn«/, dnu. 

Les dérivées des trois fonctions sont données par les formules 

-;— (snM)= en M dnw, 

-r- (cTiu)= — ?,Tiuànu, 
du ' 

--7-(dna) = — Â:*sna en m. 
du 

On peut aisément, en partant de ces formules, calculer les dé- 
rivées successives de l'une des trois fonctions. On trouvera par 
exemple, pour les dérivées de snw, des expressions de la forme 

(snw) = (ao H- ai sn^w -+- a^ sn*M h-. ..-f- «p sn^/^a) cna dnw, 



du'^P^'^ 
d'^P 



(snw) = (AoH- Aisn^a -h Ajsn^w -H. . .-f- Apsn2/'M)snM, 



du^P 
les coefficients étant des fonctions entières de k. 

94. Développements en séries entières. — En appliquant la for- 
mule de Maclaurin aux trois fonctions sn w, en w, dn u et en faisant 
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a = i ^A: +. i b on trouve 



« j* m 



..., 



[.2.3 1.2.3.4*5 1.2. ..7 

en M = 1— — -+-(n-4A:2) — îi_-_._(n-44X:2+i6A:*) — - — - +..., 
1.2 ^1.2.3.4 ^ ^1.2. ..6 

dnz^= i_:^4-A'2(4h-^2) — ?^_^ï(ï6-+-44^«-+-A:*)— ^^-i-..., 
1.2 1.2.3.4 1.2. . .6 

et l'on démontre que ces développements sont valables quand le 
module de u est moindre que la distance de l'origine à celui des 
zéros de 6(w) qui en est le plus rapproché. On voit qu'en né- 
gligeant M*, en M peut être remplacé par cosm et inu par cosXtm; 
de plus, en négligeant u^^ on peut remplacer snw par 

smu\/ \-\- k^ 



95. Dérivées des fonctions inverses. Première idée de l'inver- 
sion à l'aide des fonctions de Jacobi. — De même qu'en Trigono- 
métrie les dérivées de sinw et cosm conduisent à celles des fonc- 
tions inverses arcsin^ et arccoso:, les résultats précédents nous 
fournissent les dérivées des fonctions inverses de snu, en m, dnw. 

Soit par exemple 

(i3) a; = sn w; 

cette équation résolue par rapport à u donne, pour m, deux va- 
leurs dans un parallélogramme construit avec les périodes 4^^ 
et 2«R', car snu est une fonction elliptique admettant ces deux 
périodes et admettant deux pôles simples dans ce parallélogramme. 
L'une de ces valeurs étant appelée u, l'autre est 2R — m ; car 

sn(2K — m)= snw. 

Les racines de l'équation (i3) forment donc une double suite de 
valeurs 

m et n désignant des entiers. 

Nous appellerons plus spécialement u celle de ces valeurs qui, 
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suivie par continuité, s'annule avec x et nous l'appellerons 
(i4) w = argsna7 

(l'égalité précédente s'énonce : u égale argument sn:r). 

du 
dx 



Nous voulons calculer -r-* Or (i3) donne 



-T-^ = en w (In a = /(i — a7*)(i — Xr'a?*). 
Donc 

(l5) -r- = -r= ' 

«^ v/(i — a7*)(i — X:»a7«) 

Telle est la dérivée de arg sn^; elle est algébrique comme celle de 
arcsin^. Gomme m et ^ s'annulent en même temps, Téqua- 
lion (i5) donne par l'intégration 

JC^ dx 

Inversement, si l'on est en présence d'une équation de cette 
forme, on en conclura 

M = argsnir, ir = snM. 

C'est ce qu'on appelle faire l'inversion de l'intégrale (ï6). 
On trouve de même 

c? arg en a? i 



<iargdniF i 

^ I ' ' ■■■■ ■■' • 

±:v/(i — ^^)(ip2_X:'2) 



^^07 



L'intégrale (i6) est appelée une intégrale elliptique de pre- 
mière espèce, sous la forme normale de Legendre, 

96. Dégénérescence. — Les fonctions sn, en, dn se réduisent à 
des fonctions circulaires ou exponentielles lorsque k'^ est égal à o 
ou à I . 

jo /^2_- Q^ L'équalion (i6) devient alors 

dx 



Je dx 
f -== 
^v — x'' 
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la fonction x = snu devient donc x = s\nu. Les fonctions 

en M = /i — sn^u, dnu = /i — k^sn^u 

deviennent 

en M = ces M, dn M = I . 

On peut vérifier qu'alors les formules d'addition (9) et (lo) se 
réduisent aux formules donnant sin(w -i- ^), cos(«^ + p). 
2° k^= i. A.lors on a d'après (16) 



d'où 



puis 



Je dx ï _ \-\- X 
T = - Loff 
. I — a?» 2 °i — ar 



a?= snw = 



gW _|_ g-U ' 



en 



a = dn M = J \ — sn^M = — 



»— M 



97. Relation entre pw et sna. — La fonction snw que nous vou- 
lons comparer à pw est celle dont le multiplicateur est égal à 
V unité, de sorte que, si l'on pose 

.3 = sn M, 

satisfait à l'équation différentielle 

dz 






du 



= /(i — «^*)(i — X:2a2). 



Alors les périodes 2R et liYsI de la fonction sn*w ne sont pas ar- 
bitraires. Elles doivent satisfaire à la condition 



i/"= 



= 14-25^ + 2 ^* -1-2 ^r» -f- 



*-Uoi^9 



Au contraire les périodes 2(o et 2(o' depw sont prises arbitraire- 
ment. { On suppose seulement que dans le rapport -7- la partie réelle 

est positive.) 

Considérons la fonction sn'y où \ est une constante; cette 
fonction admet comme périodes 2RX et iiYJ\, On peut déter- 



l38 CHAPITRE IV. 

miner X, K, K' de façon que les périodes de sn^ r- aient des valeurs 
données à l'avance 2(o et ao)'. Si l'on prend 

K "" itii 

la quantité gr est connue et la relation entre Ket K' déterminera K. 
Au moyen de l'indéterminée X on pourra satisfaire à la condition 

3» K X = 2 Cl) 

et, en se reportant à la valeur de -jt-* on trouvera 

aïK'X = 20)'. 

Prenons alors la fonction pu construite avec les deux périodes 
2 (0 et 2 0)', et comparons-la à > qui admet les mêmes périodes . 

Dans un parallélogramme de périodes contenant le point o, ces 
deux fonctions ont un seul pôle, le point w := o, qui est un 
pôle double. On a, de plus, quand u tend vers zéro, 

Vimu^pu = i, lim = i. 

Les deux fonctions ont donc même partie principale dans le voi- 
sinage de ii=:o et la différence 



pu — 



X.sn^l 



est une fonction doublement périodique aux périodes 210, 2(o' qui 
reste finie dans un parallélogramme des périodes. Elle se réduit 
donc à une constante C et Ton a 



pu = G. 

^ u 

X2sn2^ 



Pour déterminer la constante C, développons en série le premier 
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membre dans le voisinage de w = o. On a (n° 94) 



sn M = u -z — m' H- ... , 

o 



sn*M w*'/ i-H A:* . \* m* 



/ i-HA:» V 



I I -+- A:» 



^ M* 2*. 



et, d'autre part, 

5 
Donc 

Faisant w = o, on a G = tt?-' d'où la relation cherchée 

o A* 
i-\-k^ 1 I 



P"= 0-^-+- 



3Xî X2 ,M 
On sait que^ := pu satisfait à Féquatlon différentielle 

avec les conditions 

ei = pa), e2=p(ci)-i-u)'), 63= pw'. 

Calculons ^i, ^2, ^3 en fonction de k^ et de).; pour u = to, 
.7 = R, snR= I, 

A 

_ \ -h k^ 1 
pour u=tù'^ y = îK', sn(/R') = oo 



I -f- k^ 



ez = 



3X2 > 



pour w = (i> + 10', y := R + « R', sn ( Y j = j! 
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Après des réductions évidentes, on trouve les égalités 

^- 2 — k* ., 2 A* — I ., f-4-A:* 
*" — 3 — * Aïeî= — - — , A»e3 = ^ — , 

et on en déduit 

Dans le cas particulier où l'on considère la fonction p m con- 
struite avec les périodes 2R et 2iK! elles-mêmes, on a X= i et 
la relation entre p et sn devient 

pu = — i(A-2-i-i). 

•^ sn*w 3 

98. Théorème. — Toute fonction elliptique aux périodes 
1}^ et 2iK! est une /onction rationnelle de sn^w et de sa dé- 
rivée 2 sn w en M dn M. 

En effet nous avons démontré (n° 49) que toute fonction ellip- 
tique est une fonction rationnelle de pw elp'u. Comme la rela- 
tion ci-dessus donne 

isiiucnudinu 



p u = 



sn-^zA 



on voit que la fonction considérée, exprimée rationnellement en 
pu et jd'm, se transforme immédiatement en une fonction ration- 
nelle de sn^u et de sa dérivée. 

Si l'on considère en général une fonction elliptique avec des 
périodes quelconques 210 et 210', elle est une fonction rationnelle 

de pu et p' Uj c'est-à-dire de sn^^ et de sa dérivée. 

99. Développements dev) et deY^'en série. — Pour avoir un dé- 
veloppement de T^ en série, nous partirons de la relation entre ^u 
et Zw démontrée Chapitre II, n*' 21 [équation (19)] et que nous 
récrivons ici 

- u = tu — Zm. 
w 

En prenant les dérivées des deux membres et en faisant ensuite 
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ù = co', nous trouvons 

-^ = — pu — Z M, 
Cl) ^ ' 



lUlS 






Z'ci)' peut s'obtenir en faisant u = o dans 

^ (" -^ ^ > - Si Lh(i. + u)')J " 5^ [êôôJ • 

Or, du développement en produit infini de B(u) obtenu au 
n** 78, savoir 

e(a) = A M — 2^ CCS •- ^*)( < — 2q^ cas H ^^). . ., 

on déduit successivement 



•x-T— ^ = — sm — , 

S(u) u) cjoI ira, «'îïw. 
^ ^ ' I — 27 CCS \- g^ I — 273 cos \-g^ 



. . . 1 , 



d S (u) _, . 7ta 
-^ -777-4 = P sin — 
du 6(w) w 



-+-... \ — :rCOS 9 



TZU „ , TZU ^ I Oj2 CO 

I — 2<7COS — H- ^^ I — 27*C0S 

P désignant une fonction de u qui reste finie pour u = o. Donc 

2 7:2 V^ ûri 



et, par suite, 



2' 



. ft)' 



7) 271* v^ g"^ 

Pour avoir le développement de r/, dans l'égalité précédente, 

/7t— — • — 

remplaçons (o et w' par lo' et — to; q =^e ^ devient qQ= e ^'; 
de plus ^3 = p(<*>') devient e< = p(^)? ^^l- nous obtenons 






Cl) 



r>+«. = -57 X7r--^b^' ?o=e ■»' 



— z TU — 
'i' — 1^ Oj Jj •••• 
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100. Exemples de décomposition en éléments simples et d'inté- 
gpration. — i° Prenons d'abord la fonction 

/(M)=— — i — , 

où a est une constante qui n'est pas de la forme 2/nR + iniYJ , 
Cette fonction est du second ordre; elle admet, dans un parallélo- 
gramme des périodes 2R et 2/K', deux pôles simples homologues 
respectivement des points -f- a et — a. Le résidu A relatif au pôle 

w = a est 

u — a 



A = lim 



sn*M — sn*a 



pour u = a. La limite de ce rapport s'obtient immédiatement en 
prenant la limite du rapport des dérivées 



A = 



1 sua cnadna 



Le résidu relatif à l'autre pôle u = — a est — A. On a donc, en 
appelant B une constante, 

f{u)= kZ{u — a) — AZ(M-i-a)-+-B, 

ou, en remplaçant A par sa valeur, 

2snacnadna „. . ,,, . _ 

— = Z(w — a)— Z(w-ha)+ G, 

C désignant une autre constante. Nous déterminons C en faisant 
n = o, ce qui donne 

2cnadna 

G = [-iZ(a), 

sna ^ 

Cette valeur de C se simplifie si l'on se reporte à la définition 

de sn «, 

I H(w) 

qui donne, en prenant les dérivées logarithmiques des deux 

membres, 

cnudnu „, . B'(m) 

= Z(u) — ^, • 

snw ^ ^ e(w)' 
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on a donc en changeant u en a 

'"^^^ 
d'où la formule définitive 

sn*M — sn^a \ / \ / 0(a) 

Cette même formule s'obtiendrait en regardant le premier 
membre comme une fonction de a et le décomposant en éléments 
simples. 

En intégrant les deux membres par rapport à u^ on a 



/ 



2snacnadna , . H(m — «) 6'(a) 

— du = Log =5- -H 2 w .-^ -1- const. 



De même en intégrant les deux membres dç la formule (18) 
par rapport à a et remarquant que 2snacnadna est la dérivée 
de sn^a, on a 

Log(snîa — sii*m) = Log H (a — a)-+-LogH(a-+- u) — 1 Log6(a)-f- Log G, 

G désignant une constante relativement à a. 
On en conclut 

H(a— a)H(aH- w) 

sn*a — sn* w = G -^rr-, — 7 

e2(a) 

et, en faisant a = o, 

D'où la formule définitive 

e2(o) H(a — w)H(a-f-M) 



sn*a — sn^w = 



e»(«)B*(w) 



mettant en évidence les zéros et les pôles du premier membre. 

2° Proposons-nous maintenant de décomposer en éléments 
simples la fonction 



I 



sn^M 



qui admet, dans un parallélogramme des périodes, un pôle double 
homologue du point w = o. Comme, dans le domaine du point 
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« = 0, on a 



sn 
on aura 



r— = — ; 4- fonction régulière, 



(.9) _._=_Z'(«)-*-D, 

D désignant une constante que nous allons déterminer. Aupara- 
vant, nous changerons dans la formule (19) m en m 4- iK!, en nous 
rappelant les relations suivantes 

sn(w-+- iK')= -7 , 

dont la seconde donne, en prenant les dérivées logarithmiques, 



Z'(u-¥-iK') = 



2K e(M) 

du S(u) 



D'après cela, la relation (19) devient, par changement de u 
en u 4- i¥Jy 

aw 6(w) 

Faisant, dans cette dernière formule, u = o et remarquant que 
(«y(o)= o, car S(u) est paire, on a 

D = ^. 
6(0) 

D'où les deux formules 

/i-2 sn2 M = ; — ^; / H ^ — - . 

c/w e(w) e(o) 

On en déduit par l'intégration 

r du 7, , , e"(o) 

; — ;— =— Z(w) -I- W-— — -^-hconst., 
A2 / sn2wrfw = — -—4- H- w— f h const. 

J e(w) e(o) 
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Remarque. — La première des formules (20) peut se déduire 
aussi comme cas limite de la formule (18). Il suffit pour cela de 
diviser les deux membres de cette formule par 2 a et de faire 
tendre a vers zéro. 

101. Notations d'Abel. — Dans son premier Mémoire, Abel a 
désigné par cp, y, F les fonctions sn, en, dn. Plus tard, il a em- 
ployé la lettre \ pour la fonction sn. Cette notation a été adoptée 
par Briot et Bouquet, qui désignent les trois fonctions sn, en, dn 
parX, [X, V. 

sna = X(w), cna = [x(a), dnw = v(w). 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV. 



1. Démontrer les formules suivantes, qui sont des conséquences des for- 
mules d'additions : 

, , , , ^ 2 snacnô dnô 

sn(a-H6)-h sn(a — 6)= j- — -r, 

I / i.\ / i.\ icnacnb 

(i) / cn(a -+- 6) -hcn(a — 6) = j-; — i ^t» 

^ ' \ ^ ' ^ ^ \ — k^ sn2asn2 6 

j / z-\ j / ts adnadnô 

dn(a + 6)H-dn(a — 6) = j-. — ; ^-j-, 

^ ^ I — Ar^sn^asu^ô 

/ Ax / u\ sn2a — sn^ô 

sn(a-h6) sn(a — 6) = rr — r ^, 

^ ' ^ I — A:*sn2asn2 6 

/ / fx / iLx » dn^adu^ô — Â:'* 

(2) / cn(a-i-6)cn(a — 6)= -T^T 7- — -7, 

^ ^ \ ' k^ i — A:*sn*asn2 6 

dn(a4-6)dn(a — 6) = j- — -=-. 

^ ^ ^ ^ I — X:2sn*a sn^ô 

/ tx / t.\ / /.\ / /.\ asnacnadnô 

(3) sn(a-h6)cn(a — 6)-h sn(a — 6)cn(a-t- 6) = y- — -j-. 

^ ' ^ ^ ^ I — A-îsn«asn»6 

dn(a — b) — en (a — h) _ dnacné — cnadn6 

sn(a — b) sna-hsnô 

(4) ^ 
' i-t-dn(a — 6) _ snacnô -h snô cna 

ksn{a — b) ~" dn6 — dna 

A. KT L, 10 
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S. Duplication de rargument. — Faisant v = u dans les formules 
d'addition et écrivant s, c^ d k la place de sn Uj en u, dn u, il vient 

2SCd 

snaw = T-r-t' 

i-2A:2 5»-4-Â:»5* Â:'2 — 2 A:'2 rf« -4- ff* 

En posant S ='sn2a, G = en 2 m, D = dn2a, ces formules s'écrivent 

I — G _ s^d^ 1 — D _ k^s^c^ D — G _ k'^s* ^ 

.i-+-C~"c2"' I -h D ~ d^ ' Dh-C c^d*' 

ï — G I I — D 



5» = 



c» = 



i + D A-2 n-G 

Dh-G _ k^ i-D 
I -f- D ~" X:» D — G 



I-+-G " D — G •••• 
Faisons w = -K, alors S = i, G = o, D = X:'; donc 



K / I K . / k' K rrr 

sn — = 1 / T/ ' en — = 4 / j-, , dn — = v^A: • 

3. Démontrer la formule de décomposition en éléments simples 

Ar^snacnadna sn* w _ 0'(a) i ["©'(w — a) 0'(MH-a)~| 
I — X:2sn»asn2a "" 0(a) "^ 2 [eCw — «) ~ e(w-i-a)J ' 

Cette formule peut se déduire de celle du n° 100 en y remplaçant u par 
u -f- ÎK'. 

4. Vérifier que Ton a 

— k I snudu = Log(dnw -+- kcnu). 

Montrer qu'on peut de même déterminer les constantes a, b, a', b' de 
façon que 

a I en u du = Log(sna + a' dnw), 
b I dnudu= Log(cn u-^ b' sn u). 

Il suffit de différentier et d'identifier. 
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o. Un cas particulier des surfaces minima. — Un exercice intéressant 
pour appliquer la différentiation des fonctions elliptiques consiste à vérifier 
que la surface découverte par Schwarz (Gesammelte mathematische 
Abhandlungeriy vol. I, p. 77) 

cnx -h cny ■+- cn^ -+- cna? cny cnz = o, 

avec le module k= -> est une surface minimum dont la courbure totale 

2 

en chaque point est nulle, satisfaisant, par conséquent, à la condition 

(i -f- q^)r — ipqs -f- (i -\-p^)t = o, 

/?, q^ r, 5, t ayant leurs significations ordinaires de dérivées partielles de z 
par rapport à x, y. Schwarz montre que cette condition équivaut à la 
suivante 

j_^_;^^ (. + g')r-2py. + (,+/,')< ^ , /gX dY\ ^. 

Pi p2 \-^p^-^q^ y r ^ ^^^ ^^ j î 

pi et p2 sont les rayons de courbure principaux de la surface, et Ton pose 



Le lecteur trouvera le détail du calcul de vérification dans l'Ouvrage de 
Greenhill sur les Fonctions elliptiques, p. 35; Carré, iSgS. 

6. Démontrer les relations 

02(0) H(«^ + a) H(w-~a)= e2(a) H2(m)— H«(a) B*(w), 
eï(o) e(w-r-a) e(a — a) = e2(a) e2(?f)-- H2(a) H2(m), 

= eî(a)e}(")-Hî(a)HÎ(a), 

eî(o) e(w-i-a) e(w — a) = e2(a) eî(M) + Hï(a)Hf(M), 

Hî(o)Hi(«^-f.a)Hi(M — a) = eî(a)eî(M)— Q^{a) Q^{u\ 

Hi(o)ei(a)ei(a)Hi(M — a) — ei(o)Hi(a)H,(a)ei(M — a) 
= e(o) H(a) H( a) e( a — a), 

Hi(a)e(a)Hi(w)e(M)-i-H(a)e,(a)H(M)ei(a) 
= e(o) Hi(o) Hi( a — a) e(M + a), 

Il suffît de vérifier que, dans chacune de ces formules, le quotient d'un 
des membres par l'autre est une fonction de u admettant les périodes 2K 
et 21K' et restant finie quel que soit u. Ce quotient est alors une co/i- 
stante que l'on détermine en donnant à u une valeur particulière. 



CHAPITRE V. 

ÉTUDE DES VALEURS RÉELLES DE snii, en a, dnii, QUAND K ET K' 

SONT RÉELS. APPUCATIONS. 



Nous nous proposons, en vue des applications, de faire, pour 
les fonctions de Jacobi, une étude analogue à celle que nous avons 
faite pour pu dans le Chapitre III. Nous supposerons, comme 

dans ce Chapitre, que o) et -r- sont réels, ce qui revient à sup- 
poser K et K' réels. 

I. — K ET K' RÉELS. 

102. Le module est réel et moindre que i. — La série qui dé- 
Gnit A* et k' montre que, K et K' étant réels, A: et A^ le sont aussi. 
Comme on a 

le module A* et le module complémentaire A*' sont réels et plus 
petits que i. 

103. Argument réeL — Considérons d*abord la fonction 

I H(a) 

z = sna = —-=. -jr~ — -• 

y/k «(«) 

Quand u varie en restant réel de o à K, >s est réel puisque, 
dans les développements en série trigouomé trique de H(tt) et 0(ii), 
tout est réel; dans cet intervalle z varie d^une manière continoe, 
puisque 0(w) a pour racines 2mR-+- (2/1 -h i)«K'. De plus, la 

dérivée 

dz 

-r- = cna dna 
du 

garde un signe constant, puisque les fonctions H|(i£), 0|(ic), 



4 
1 
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S{u) ne s^aanulent pour aucune valeur comprise entre o et K; 
cette dérivée est égale à i pour m =i o ; donc elle est constamment 
positive entre o et K. La fonction snu est croissante : elle est 
nulle pour m = o et égale à i pour u = K. 

De la variation de sn u, on déduit celle de cn^ et dnu, quand u 
varie de o à K. En effet 

cnw = v^j — sn*a 
varie de i à o, et 

dn w = v^i — k^ sn* u 
varie de i k k'. 

On conclut de là les variations des trois fonctions dans tout in- 

tervalie réel en se rappelant que snu est impaire, que cnw et dnu 

sont paires, et que Ton a 

sn ( M -+- 2 K) = — sn a, 
cn(M -i- 2K) = — cnw, 
dn(w-l-2K)= dna. 

104. Argument de la forme p + iK', p réel. — L'égalité 



sn(vH-iK') = 



I 



A: snp 
donne immédiatement la variation de snw quand 

et que i^ varie de o à R. Comme snç' croît de o à i, sn(ç' + îK!) 

décroît de 4- 00 à 7 • 

k 

Les fonctions 

cnM = v/i — sn^M, dnw = v/i — k^sn^u 

sont purement imaginaires pour ces valeurs de u, 

105. Argtunent purement imaginaire. — Les séries trigono- 
métriques définissant H, 0, H<, 0< montrent immédiatement que, 
u étant réel, îi(iu) est purement imaginaire; S{iu), HiÇiu) et 
Si(iu) sont réels. Donc, sniu est purement imaginaire; cniu et 
dniu sont réels. 



l5o CHAPITRE V. 

Pour étudier les variations de ces fonctions et mettre ces pro- 
priétés en évidence, nous nous servirons des formules du n® 80, 
relatives à rechange de K et K'. 

Ces formules permettent de ramener les fonctions snew, en iu^ 
dn iu<f construites avec les périodes 2K et 2eK', à d'autres fonc- 
tions snw, cnw, dnuy construites avec les périodes 2K' et 2/R. 

On a par définition 

e,(o) U(u) e(o) H, (m) 

Hi(o) 6(w) "1(0) Q{u) 

Transformons sn iu en nous servant des formules suivantes dé- 
montrées n** 80 



e *KK'H(m|K, iK') = XiH{u\K', ÎK), 
e *'iK'e(m|K, iK') = A Hi(m|K', iK); 

nous avons d'abord 

H(m|K, JK') _ . BXu\K^j^JK)_ 
e{iu\K,iK') ""^Hi(m|K', iK)' 

puis, d'une manière analogue, 

ei(o|K, iK') _ ei(o|KS JK) 
Hi(o|K, iK') ■" e(olK', iK)' 



et nous déduisons de là 

mir/7/iK /K.x_/!iîMiij_i?9 

en désignant par sn(w]K, iK') la fonction snw construite avec les 
périodes 2K et 2«K' et par sn(w|K', iK) celle qui s'en déduit en 
échangeant K et K'. 

En raisonnant de même et en employant des notations analogues 
on démontrerait les deux autres formules 

cn(m|K, îK') = -^r-, — 777-, 

^ ' ' ^ cn(M|K', iK) 

dn(m|K,iK)-^^^^— j^^-^. 
Ainsi, quand u est réel, la fonction sniu prend des valeurs 
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purement imaginaires, tandis que en iu et dniu sont réels. Il serait 
facile de suivre les variations de ces dernières fonctions : il suffi- 
rait pour cela d'étudier leurs variations quand u varie de o à K'. 
Ainsi la fonction cn(w|K', «K) varie de i à o, d'après ce qu'on a 
vu pour les arguments réels; donc cn(/tt|K, iK!) croît de i à +00. 

106. Argument de la forme K h- iu, u réel. — Prenons mainte- 
nant un argument de la forme K-hm en supposant que u est réel 
et croît de o à K. On a d'abord 

. cn(m) 

sn(K-hm) = , ; . \ ; 

puis, en se servant des formules précédentes et mettant les périodes 
en évidence, on trouve 

sn(K-4-m|K, iK') = 



dn(w|K', iK) 



La fonction est donc réelle et varie d'une manière continue 
quand u varie de o à K', c'est-à-dire de o à la demi-période réelle 
de la fonction dn qui figure au dénominateur. Appelons pour un 
instant kt le module des fonctions elliptiques sn(M|K', e'K), 
cn(M|K', t'K), dn(u\K.\ iK) : nous avons vu que, quand u varie 
de o à la demi-période réelle K', sn(M|K', t'K) croît de o à i, 

dn(M|K', t'K) décroît constamment de i à ^i — k\. Donc, quand u 
croît de o à K', la fonction 

sn(K-f-mlK, tK') 

croît constamment de 1 à , 

^i-kl 

On peut trouver directement les valeurs extrêmes de la fonc- 
tion : pour u = o, elle est égale à i puisque snK = i; quand 

u = K', elle devient égale à 7 > comme le montre la formule 



sn(P + .-K')=^ 



snp 



dans laquelle on fait ç; = K. On doit donc avoir 



I I 



v/i-itf 



Tf 



2 k 



ki = /i — ^2 = /:'. 
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Le module des fonctions nouvelles sn(i/|K', iK), — est 
donc k'. 

107. Résnmé. — Les résultats précédents peuvent se résumer 
ainsi. Soient Ox, Oy deux axes rectangulaires : prenons sur Ox 
OA= K, sur O^, OB = K' et soit C le quatrième sommet du rec- 
tangle construit sur OA et sur OB. 

Lorsque le point dont Taffixe est ;/ décrit successivement les 

côtés OA, AG, CB, la valeur de snu varie de o à i, de i à -r > puis 
de -: à -j- 00 



u 



O 



snu 



C 
I 
Â- 



B 



w 



On formerait de même pour cne^ et dnu les Tableaux suivants, 
en supposant toujours que le point mobile parcourt les côtés du 
rectangle OACB : 



u 


.. A 





B 




cni/.. . . 


. . o 


I 


00 




u 


.. C 


A 





B 


dnu.. . . 


o 


k' 


1 


oc 



Fig. 7. 




108. Expression des périodes par des intégrales définies. 

fonction 

-3 = sn u 



— La 



satisfait à l'équation différentielle 



qui peut s'écrire 



dz 

-— = en u dnu, 

au 



du = 



dz 

/(i — -3»)(i — A-î-s») 
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Quand u varie de o à K, 5 est réel et croît constamment de o 
à I (n** 103) ; on a donc 



1 v^(i--5»)(i-X:«^») 



D'autre part, si l'on pose 

w = K H- l> 

et si l'on fait varier ^ de o à K', sn^^ croît constamment de o à ^; 



, 1 
le 

on en déduit 

1 

'^ dz 



F 

Or, en faisant le changement de variable 



z = 



l'intégrale devient 






K' est donc déterminé par l'égalité 






k'^z^) 



On voit que K' est défini à l'aide du module complémentaire k' 
comme K est défini à l'aide du module k; par suite, quand on 
remplace k par /r , on échange par là même K et K'. C'est, sous 
une autre forme, le résultat que nous avons déjà trouvé, quand 
nous ayons vu que le module des fonctions sn(w|K', tK), . . . est 
égal à k". 

109. Relations entre K, K' et k. — Les deux quantités K et K', 
exprimées sous forme d'intégrales définies 

où 
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apparaissent comme des fonctions de la seule quantité k. Elles 
sont donc liées par une relation et ne sont pas indépendantes. 
Cette relation est celle que Ton a établie, entre K et K', pour 
rendre le multiplicateur 

^ = lim , pour a = o, 

égal à I . Cette relation peu t s'écrire (n" 92) 

(2) ^/^=e,(o). 

Ainsi les fonctions K et K' de A", définies par les relations (i), 
vérifient cette relation. 

Les fonctions sn, en, dn, construites avec K et «K', sont donc 
déterminées dès qu'on connaît k. Aussi, au lieu de les écrire 
sn(w|K, t'K'), les écrit-on plus simplement sn(w, k), en (m, A"), 
dn(w, k). Par le changement de k en k\ K et K' s'échangent. 

Les fonctions sn(M|K', tK), ... s'écriront donc sn(M, A*'), 
cn(;^, k')j dn(z^, k'). Avec ces notations, les formules établies 
plus haut pour l'argument purement imaginaire s'écrivent 

. .sn(w, k') 

sn(ia, k) = i — jj{, 

cn(w, k) 

en (m, k)= — J-7-J 

^ ' ^ cn(a, k') 

dn(w, k') 



dn(m, /') = 



en (a, k' ) 



Par exemple, si l'on se place dans un cas de dégénérescence 
(n® 96), A* = o, on a A'= I , et la deuxième formule donne 



çii _j_ fi— Il 
eos iu = — 



Le module k peut prendre une valeur réelle quelconque com- 
prise entre o et i. En effet, dans la théorie que nous venons de 
développer, nous avons vu que, les deux quantités réelles et 
positives K et K' étant choisies de façon à vérifier l'équation (2), 
le multiplicateur est égal à i, et le module k donné par 

^ 61(0) ~ I + 2^*-|-'2^9-H... ^ 
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nous avons démontré ensuite que le module complémentaire A' 
s^obtieut en permutant K et K', ce qui donne 






R 

qo=e ^. 



Quand le rapport j^, est nul, q = o, A* = o ; quand ce rapport 

est infini, qQZ= o^ A''= o, A = i. Donc, le rapport tt-, variant de o 

à 00, A" varie de o à i ; il passe par toutes les valeurs inférieures à i . 
D'après la théorie que nous avons développée, les déterminations 
de K et K' qui font acquérir à k une de ces valeurs sont données 
parles intégrales définies (i). 

110. Inversion. — Supposons que, k étant un nombre moindre 
que I, on ait trouvé entre u et z une relation de la forme 

(3) u=r—===jL==. 

On calculera les demi-périodes K et i¥J par les intégrales dé- 
finies (i). On construira ensuite les fonctions H, 0, H|, 0, , 
sn(w. A"), cn(w. A:), dn(M, k) correspondantes, et l'on aura 

M = argsn5, z = sn a, 

v/i — z* = en u, /i — k^z^ = dn u. 

On aura ainsi réalisé ce qu'on appelle V inversion de l' inté- 
grale (3). 

111. Expression de K par une série hypergéométrique. — Dans 
la formule qui défiait K par une intégrale définie, faisons 
5 = sincp : on aura 



7C 



K= r\i--A2sin2cp)"2e;cp. 

«A 



Développons, par la formule du binôme, la quantité sous le 
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signe d'intégration 



ll = w 



I .3.5. . .271 — I 



(.-A-.si„.,)-i=,+ 2 '.:;:6"L' ^"'-"'"'p- 



2. 4-6. . .2/1 
n = l 



D'après une formule due à Wallis et facile à vérifier, on a 



2E 

Jr* ' m^ 1 T^ 1.3.5. ..271 î 

Q ' ' 2 2.4-D...2/1 



Donc enfin 



K=;r,^(i)^»..(i4yA>+...+ C-^f;-^"-')^.>.+...i. 

2L \2/ \2.4/ \ 2. 4. 6'. -2/1 / J 

La série ainsi obtenue est un cas particulier de la série hyper- 
géométrique de Gauss 

F(a, p, Y, ^) = i-f- — - H- -^^ 7^-^-^ ^-•••• 

On a, en eflet, 

K=ÎF('i,i,,./tA. 

2 \2 2 ' / 

1 12. Valeurs réelles de pi^, dans le cas où o) et -^r sont réels, ratta- 
chées à celles de sn^u. — Supposons que la fonction pu soit con- 
struite avec deux périodes 2 w et 2 w' telles que w et -^ soient réels. 

Nous avons étudié ce cas en détail. Nous pouvons, à titre d'exer- 
cice, rattacher les résultats que nous avons obtenus à ceux du 
présent paragraphe, en nous servant de la relation entre les fonc- 
tions p et sn. Nous avons trouvé en général 



avec 



î-hk^ I 








2KX — 20), 2/K'X — 20)', 




. , ., e,-e, ^.^ .,- 


Ci 



X2 = 

ei — Ci ei — es ^i — e^ 



Dans le cas actuel, le polynôme 
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a ses racines réelles ^ le discriminant 

A = ^1 — 97^1 

est positif. De plus, ei > e2> e^. Alors \^>o\ la valeur de k'^ 
est réelle et comprise entre o et 1; les périodes 2K et 2tK' de la 
fonction sn^w sont, la première réelle, la seconde purement ima- 
ginaire. D'après cela quand u est réel, pu est évidemment réel. 
Nous avons vu (n° 54) que, l'argument u étant purement ima- 
ginaire, pu est encore réel; cela résulte de la formule 

Nous allons vérifier cette formule en nous servant de l'égalité qui 
ramène p;/ à la fonction sn^ u. Cherchons l'expression de 

Quand on change ^3 en — ^3, dans l'équation 

473 — ^2^ — ^3=0, 

on change les signes des trois racines Ci, ^o» ^3 ou, en précisant, 
si ^1, 62, ^3 sont les racines de l'équation précédente rangées par 
ordre de grandeur décroissante, les racines de l'équation 

47'— ^«r-*- ^3 = 0, 

rangées aussi par ordre de grandeur décroissante, seront 

le carré du module de p(w, g2 — ^3) est égal à 

e\ — 63 ■" ei — 63* 

On voit que c'est le carré du complément du module de la fonc- 
tion p{u\ g^f gz)\ le multiplicateur de p{u\ g2^ — gd) est 

X'2 = - î = î = Xî • 

^1 — ^3 «1—^3 

il est le même que pour la fonction p{u; g2j gz)* 

En résumé, changer gz en — g^ revient à changer k en A^, et 
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Ton a 



3X» X« 

SI 



et la formule à vérifier 

équivaut à celle-ci 

i-f- A* I I 1 -*- X:'* I I 



3X« Xî ^/iu ,\ 3X2 X» 

sn 



/iu ,\ 3X2 X» /u ,,\ 



ou, en teuant compte de la relation k^ -\- k'^=^i et en posant ■> ^ ^ 



I 

TT =h 



sn*(iV, A') sn2(p, A') 

or cette égalité résulte immédiatement de la formule suivante, dé- 
montrée au n° 105 

i sn(p, k') 



sn{iç,k) = 



cn(p, A:') 



Variation des valeurs réelles de pu. — Partons de la for- 
mule 



P l^ = ^3 



II 



Quand y croît de o à K, sny croît de o à i; en même temps u 
croît de o k to ei pu décroît de + 00 à ^i . 

Si Ton pose y == K + ^^ et si l'on fait varier ^ de o à K', sn^ y 

varie de 1 à 7^ = — ; en même temps, on a 

k^ 62— ez' ^ ' 

ti croissant par valeurs réelles de o à to', pu va constamment en 
décroissant depuis e^ jusqu'à €2» 

Si l'on pose y = /K'+ t et si l'on fait croître ^ de o à K, sn^ y 

décroît de 00 à jt; en même temps, on a 

u z= ui' -\- t[; 
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ti croissant par valeurs réelles de o à w, pw croît constamment de 
€3 a ^2» 

Enfin posons u = itj faisons croître f de o à -?- et servons-nous 
de la formule 

Les périodes de la fonction écrite au second membre sont — r- 
et 2«a), puisqu'en changeant le signe de g^ on change k en //, par 
suite K en K', par suite o) et w' en — et «o). D'après cela, quand t 

V 

/ 

varie de o à —* nous sommes dans un cas déjà étudié ; p(w ; g2y — ^'a) 
décroît de l'infini à la plus grande des racines de l'équation 

4r'— ^2r-+-^3 = o, 



c'est-à-dire — 63. Ainsi, t variant de o k-rt p(t; g2j — ^3) décroît 

de -hoo à — 63 et par suite p(?/; g2i gz) croît de — 00 à ^3. 
En résumé : 

I** Quand u croît par valeurs réelles de o à w, p^^ décroît de 
4-ooà6i; 

2® Quand on a i^ = w H- it et que t croît par valeurs réelles 

de o à -:-^ pw décroît de e^ à 62; 

3** Quand on a w = a)'+^ et que t croît par valeurs réelles 
de o à (1), p^ croît de ^3 à ^2 ; 

4** Quand on a M = it et que t croît par valeurs réelles de o 

a -r> pw croit de — 00 à ^3. 

Cette discussion a été résumée au n** 57. Nous pouvons d'abord 
en tirer cette conclusion que pu passe par toute valeur réelle. 
D'ailleurs l'équation 

n'a que deux racines dans un parallélogramme des périodes, 
puisque le premier membre est une fonction doublement pério- 
dique admettant zéro comme pôle double et n'admettant pas 
d'autres pôles dans un parallélogramme des périodes qui contient 
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zéro. Les deux racines sont évidemmenl, à des multiples près 
des périodes, égales à -+- ^ et — v. 

Nous avons ainsi déiini toutes les valeurs de u pour lesquelles 
la fonction pu est réelle. 

Etude de la dérii^ée pour les valeurs qui rendent la fonction 
réelle. — D'après l'équation 

la dérivée p'w est réelle quand pe/ est supérieure à et ou comprise 
entre ^2 et e^] elle est purement imaginaire dans les autres cas. 
Voyons, avec plus de détails, comment se comporte la dérivée dans 
les cas examinés dans le paragraphe précédent : 

i" Quand u croît de o kdy^pu décroît constamment; la dérivée 
est réelle et négative ; 

2** Quand on a // = to -h it et que t croît de o à -:-, pu décroît 
constamment, p* u est purement imaginaire, la dérivée de pu par 

rapport à t est négative; cette dérivée est ip'u, ainsi ^-r- est 

positive; 

3" Quand on a w = to'-h / et que t croît de o k ta, pu croît 
constamment, p' u est réelle et positive. 

Dans chacun des cas précédents on a examiné seulement un in- 
tervalle correspondant à une demi-période. En se servant de ce 
que la fonction pu est paire et admet les périodes 2(o, 2(o\ on 
vérifiera sans peine le résultat suivant, se rapportant aux cas où p u 
est réelle : 

La dérivée change de signe quand la partie réelle de u passe 
par un multiple de o) ou quand le coefficient de i passe par un 

multiple de — . 



II. — BiQUADRATIQUE GAUCHE. SuRFACE DES ONDES. 

113. Équations de la biquadratique. — La courbe définie par 

les équations 

X = snuj 

(1) \ y = cnw, 

5 = dn w, 
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dans lesquelles u désigne un paramètre variable, est l'intersection 
de deux surfaces du second degré, puisque l'on a entre x^ y, z les 
deux relations 

/= X^ -f-J^ï — 1 = 0, 

o ^ k^x^ + ;;* — i = o 

et, d'autre part, on peut toujours, par une transformation homo- 
graphique, ramener à cette forme les équations d'une biquadra- 
tîque gauche. Nous allons indiquer les propriétés les plus simples 
de cette courbe, en nous servant de la représentation paramétrique 
précédente. 

Pour tous les raisonnements qui suivent, il importe de faire choix 
d'un système de périodes qui appartiennent à la fois aux trois 
fonctions sn^^, en 2/, dnu. Or ces trois fonctions admettent toutes 
les trois les deux périodes 4K- et ^îK!. Envisagées à ce point de 
vue, ce sont des fonctions elliptiques que l'on pourrait exprimer 
rationnellement à l'aide de la fonction p(m|2K, 2tK'), construite 
avec ces mêmes périodes, et de la dérivée de cette fonction. 

Soit P un parallélogramme des périodes 4K et ^îK! construit 
sur les deux périodes communes à snw, cnw, dnw. Nous allons 
montrer d'abord qu'à chaque point M de la biquadratique, les re- 
lations (i) font correspondre une seule valeur de u dans le parallé- 
logramme P. En effet, coupons la biquadratique par un plan 

X = xi; 

nous obtiendrons quatre points Mi, M2, M3, M4, en associant à 
X = x^^ les quatre systèmes de valeurs 

y =zh^i — xl, z=zh^j — k^x\. 

D'autre part, l'équation x = Xi donne 

snu — a7i = o, 

la fonction elliptique snu — Xi ayant dans le parallélogramme P 
des périodes 4K. et ^iK! quatre pôles simples, à savoir les pôles 
de sn«, y possède quatre zéros W|, U2, M3, W4. Si l'on prend suc- 
cessivement ces quatre valeurs de u^ à chacune d'elles correspond 
un point de la courbe dans le plan x =: Xi. On obtient ainsi d'une 
autre manière les quatre points M|, M2, M3, M4. Si alors on fait 

A. ET L. II 
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choix d'un de ces points, le point M^, par exemple, il lui corres- 
pond dans le parallélogramme P une seule valeur de w, la valeur 
u=Ui, Donc à un point M| de la biquadratique correspond, 
dans P, une seule valeur u^ de u : dans le plan tout entier sur 
lequel on figure la variable ;/, il correspond au point M^ une 
infinité de valeurs de u données par la formule 

u = Ml -f- ^mK-\- iniK', 

m et n entiers. On a donc une représentation paramétrique par- 
faite de la courbe. 

Remarque, — Si Ton se donne la valeur de ^, ^ = ^4, et si 
Ton appelle u^ l'une des racines de l'équation snu — ^4 == o dans P, 
les autres «2» ^3, u^ sont données par 

siiM — snai = o; 
elles sont homologues des points 

lK — Ui, 2lK'-4-Mi, 2K-f-2tK' — Ml. 

114. Forme de la courbe. — On aperçoit immédiatement la 
forme de la courbe, en remarquant qu'elle est symétrique par rap- 
port aux plans de coordonnées, et qu'elle se projette sur xOy 
suivant un cercle, sur xOz suivant une ellipse, swvyOz suivant 
une hyperbole. 

Mais voyons comment il faut faire varier l'argument pour ob- 
tenir tous les points réels de la courbe ; x et j^ étant supposés réels, 
la relation 

montre que chacune des quantités sn^ w, cn^ u est plus petite que i 
et l'on en conclut que u est réel, à des multiples près des quantités 
2K et 21R'. 

Les formules relatives à la périodicité des fonctions sn, en, dn 
font voir que les points u el u-{- 2 K sont symétriques par rapport 
à Taxe O^; les points uei u -\- liK! sont symétriques par rapport 
à Taxe O^. 

Il suffit donc déjà de faire varier w de o à 2R. De plus les for- 
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mules 

sn(2K — u)= snM, 

cn(2K — u)= — cm/, 

dn(2K — u)= dnu 

montrent que les points u et 2K — u sont symétriques par rap- 
port au plan des zx. Nous ferons donc varier u seulement depuis o 
jusqu'à K. Nous obtenons ainsi un are BA de la courbe situé au- 
dessus du plan des xj^y allant d'un sommet situé dans le plan 
desyz à un sommet situé dans le plan des zx. Il reste ensuite à 
compléter la courbe en se servant des symétries indiquées. 

115. Condition pour que quatre points de la courbe soient dans 
un môme plan. — L'équation que détermine les paramètres des 
points d'intersection de la courbe avec le plan 

A x -h By -+- G 2 -i- D =0 
est 

(2) A sn?« -h B cnw-f- G dnz^ -4- D = o. 

Le premier membre est une fonction doublement périodique aux 
périodes 4K. et 4iK' admettant dans un parallélogramme des pé- 
riodes quatre infinis qui sont les zéros de ©(w), par exemple les 

points 

iK', iK'-f-2K, -iK', — /K'-hîK. 

La fonction (2) a donc dans un parallélogramme quatre zéros 
M|, W2î Wsî ^4 correspondant aux quatre points d'intersection du 
plan avec la courbe. La somme des zéros ne diffère de la somme 
des infinis que par des multiples des périodes 4K et ^iK! : on a 
donc 

(3) Ui-h U2-h Ui-^ U!t= imK-h iniK', 

m et n entiers. Cette condition nécessaire pour que quatre points 
soient dans un plan est suffisante. On le voit comme pour trois 
points en ligne droite sur une cubique plane (n® 59). 

Plans bitangents menés par une tangente donnée. — Soit U\ 
le paramètre du point de contact Mj de la tangente donnée et u le 
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paramètre du deuxième point de contact M, on a 

2 M H- 2 Ml = 4 /^ K H- 4 'li'K', 
M = — Ui-h 2 /n K + 2 711 K'. 

Comme deux valeurs de ii qui ne diffèrent que par des multiples 
de 4 K et 4 « K' donnent le même point, il suffit de donner à chacun 
des nombres entiers m et n les valeurs o et i et, par suite de 
considérer quatre valeurs de u, savoir 

— Wi, — aj-i-2K, — Mi-1-2«K', — Mi-f- 2K -f- 2lK'. 

Il y a donc quatre plans bitangents qui passent par la tangente 
en Mi ; les points de contact sont les symétriques du point M| par 
rapport aux trois plans de coordonnées et par rapport à l'origine. 
On voit de plus que les quatre plans bitangents menés par la 
tangente en M^ sont les plans tangents aux quatre cônes du second 
ordre passant parlabiquadratique (trois de ces cônes se réduisent 
ici à des cylindres). 

Il est facile de déduire de là que le rapport anharmonique 
des quatre plans bitangents menés par la tangente en M| reste 
fixe quand le point Mi se déplace sur la courbe. En effet, les 
équations des quatre cônes sont 

q^ = k^^X^-\- Z^—\ = O, 
o— / =0. 

Les équations des plans tangents au point M| sont de la forme 

P = o, Q_A'2P = 0, 

Q = o, Q- P =o; 

le rapport anharmonique de ces quatre plans est égal à k^. Il est 
constant et l'on voit que sa valeur donne le carré du module des 
fonctions elliptiques qui ont servi à la représentation paramé- 
trique. 

Si Ton prend la perspective de la biquadratique, le point de vue 
étant au point M| de la courbe, on obtient une cubique qui passe 
par la trace îUt de la tangente en M| ; les plans que Ton peut 
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mener par cette taDgente et les tangentes à la courbe de l'espace 
ont pour traces les tangentes à la cubique menées par le point m |. 
D'où ce théorème : 

D'un point pris sur une cubique on peut encore mener quatre 
tangentes à la cubique et le rapport anharmonique de ces 
quatre tangentes est constant. 

Points de rencontre de deux tangentes à la biquadra- 
tique, — D'après ce que nous venons de voir, si deux tangentes 
sont dans un même plan et ne sont pas parallèles, leur point de 
rencontre est situé dans l'un des plans de coordonnées. Pour avoir 
le lieu de ceux de ces points qui sont situés dans le plan a: = o, 
par exemple, il suffit de chercher la courbe décrite dans ce plan 
par la trace de la tangente en un point variable de la biquadratique. 
On trouve sans peine que ce lieu peut être représenté par les 
équations 

T I 

*^ CD w dnw 

et qu'il est du quatrième degré. 

Cette ligne et les lignes analogues situées dans les autres plans 
de coordonnées et le plan de l'infini sont les lignes doubles de la 
surface du huitième ordre engendrée par les tangentes à la biqua- 
dratique. 

\ 16. Plans osculateurs menés à la courbe par un point de la 
courbe. — Supposons que trois des quatre points d'intersection 
de la courbe avec un plan soient confondus. La relation entre les- 
paramètres de ces quatre points devient 

ou bien 

w=--y -4- —iK-hj/iiK'. 

Il suffit de donner à chacun des nombres entiers m et n les valeurs 
o, I, 2. Il y a donc neuf plans osculateurs menés à la courbe, par 
le point Mi, Quand on projette la courbe, le point de vue étant 
en Mi, les traces de ces plans deviennent les tangentes d'inflexion 
de la cubique. 
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Plans surosculateurs. — SI les quatre points d'intersection 
de la courbe avec un plan viennenl se confondre, la relation entre 
les paramètres de ces quatre points devient 

4 w = 4 m K -4- 4 wt K' 
ou bien 

u = mK-\- niK' , 

Chacun des entiers m cl n pouvant prendre quatre valeurs o, i, 
2, 3, on trouve i6 points. Ces points sont les sommets de la 
courbe : un des plans correspondants est la limite d'un plan bi- 
tangent dont les deux points de contact sont venus se confondre. 

117. Détermination des surfaces du second ordre passant par la 
biquadratique. — Considérons une corde joignant deux points 
quelconques Mi, M2 de la biquadratique; il existe une surface du 
second ordre S passant par la courbe gauche et admettant M1M2 
comme génératrice rectiligne. Si l'on mène un plan par la corde 
MiM2 et si M'^, Mg sont les deux nouveaux points d'intersection 
de la courbe par ce plan, la droite M'^ M'^ est une génératrice de 
la surface S et une génératrice du second système, en appelant 
premier système celui auquel appartient la droite MiM2. En 
tenant compte de la relation qui exprime que les quatre points 
Ml, M2, M',, Mj sont dans un même plan 

Ui-h U2-+- u[-\- u'^= ^mK-\- ^niK', 

on voit qu'une génératrice (Tun système déterminé de S ren- 
contre la biquadratique en deux points dont les arguments 
ont une somme constante, 

La valeur de la constante change seulement de signe quand on 
passe d'un système de génératrices à l'autre pour une même surface 
du second ordre; elle est égale à une demi-période o, 2K, 2/K^, 
ou 2R+2i:R' quand la surface est l'un des quatre cônes du 
second ordre qui passent par la biquadratique. 

Comme application, nous allons considérer des polygones dont 
les côtés sont des génératrices d'une surface S passant par la bi- 
quadratique et dont les sommets sont sur la courbe, et nous cher- 
cherons la condition pour qu'un polygone ainsi défini se ferme. 

Les arguments de deux sommets consécutifs sont liés par les 
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relations suivantes, dont les deux formes correspondenl aux deux 
systèmes de génératrices, 

Ml -4- Ui = G, 

— (MîH- W3)=G, 

W3-4- W4 = G, 

— (W4-+- M6)= G, 



le signe de congruence ^ signifiant que l'égalité a lieu à des mul- 
tiples près des périodes 4K. et ^îK!, Si Ton veut, par exemple, 
avoir un quadrilatère, on exprimera que «5 ne diffère de M| que 
par des multiples des périodes 4^. et 4^^.'- En ajoutant membre 
à membre les équations précédentes on trouve 

4G = 4/nK-4-4/îiK\ 

C doit être un quart de période. Les quadrilatères ne se ferment 
que si la surface considérée correspond à une telle détermination 
de G et ils se ferment toujours pour une surface ainsi définie. 

Il résulte de ce qui précède qu'une surface du second ordre 
passant par la biquadratique est caractérisée par un argument 
elliptique défini au signe près. 

118. Équation de la surface des ondes. — Cette surface peut 
être définie de la façon suivante. Étant donné un ellipsoïde qui, 
rapporté à trois axes rectangulaires, a pour équation 

^2 y2 ^2 

on le coupe par un plan variable passant par le centre 

Ax -h By -r- Gz = o 

et, sur la normale au plan menée parle centre, on porte à partir de 
ce point des longueurs égalbs aux axes de la section. 

L'équation qui donne les longueurs des axes de la section est 

a2A2 82B2 y2C2 

/'2 ^2 r2 [i2 ;.2 .^2 
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Pour l'un des points x^ j\ z correspondant au plan A, B, C on a 
de sorte que l'équalion de la surface est 

a»ar« B«v« Y»5« 



xt ~\- y'i -i^ z^ — a' x^-\-y^-\-z^ — P* x^-^y^-hz* — Y» 

En chassant les dénominateurs et en supprimant le facteur 

X'-\-y^-hz^ on obtient 

(a?»-h7«-h5*)(a*a?î-i- ^^y^-^-(^z^) 

La trace de la surface sur chacun des plans de coordonnées se 
décompose en deux coniques. Il est facile de le voir en se reportant 
à la définition géométrique des points du lieu. Si l'on coupe l'ellip- 
soïde par un plan tournant autour de l'un des axes, Oy par 
exemple, l'un des axes de la section est constamment égal à l'axe 
moyen p, l'autre est un diamètre de l'ellipse principale située 
dans le plan zOx. Les points correspondants du lieu sont dans 
le plan -sO^ et ils sont situés sur un cercle de centre O et de 
rayon ^ et sur l'ellipse que l'on obtient en faisant tourner d'un 
angle droit l'ellipse principale. La trace de la surface est donc re- 
présentée par l'ensemble des deux équations 

y = 0, (3724-52— p2 )( 0^2072 4- 72^2 __ a2Y2)=o; 

on trouverait de même pour les autres traces 

z = 0j (x^-^y^—-(^)(a.^x^-i- '^^y^—OL^^^) = o, 

ir =0, (72_|_22_a2)(p2j2H_^^2-2_- p2-^2)=o. 

Ceci conduit à mettre l'équation de la surface sous la forme 

( {x^-hy^-hz^— p2)(a2a72-i- p2j^2^_ ^2^2 _ ^2^2) 
^^^ i -l-(p2-a2)(p2_. ^2)^2 = 0. 

C'est cette forme dont nous aurons surtout à nous servir. Il est 
évident que l'on aurait une forme analogue correspondant à 
chacun des autres plans de coordonnées. 
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119. Expression des coordonnées d'un point de la surface en 
fonction de deux paramètres elliptiques. — On peut exprimer les 
coordonnées d'un point variable de la surface en fonction de deux 
paramètres elliptiques au moyen des formules 

X = ^sn(u, k)dn(v, l)^ 

y = X cn( w, k) cn((', /), 

^ = a dn ( w, X: ) sn ( p, / ), 

le module k des fonctions de l'argument u et le module / des fonc- 
tions de l'argument ç étant définis par les égalités 

A-2=Ê!zi?^ k'2=tiLt Z2=?!l!z^' /'2=l!êlii^ 

Y*— aî^ ^2_a2' p2 y2__aï' p2^î_a2' 

OÙ l'on suppose 

a<P<Y. 

Nous écrirons les formules précédentes sous la forme abrégée 

y = acci, 
Z = OL dsi , 

en attribuant l'indice i aux fonctions de l'argument v. 

Vérifions d'abord que les valeurs de x^ y, z données par ces 

égalités satisfont à Téquation de la surface quels que soient u et v. 
En élevant au carré les deux membres de chaque égalité et en 

exprimant les fonctions elliptiques de chaque argument à l'aide 

du sinus amplitude correspondant, on trouve successivement 

a?2= ^2^2 _^llis^s\, 

^2= «2^1 — a2A:2 52^2. 

On en déduit 

x^^y^-^z-^— P2 = (P2— a2)(52— I), 

a2a?2-|- p2j^2^_-^2^2_a2Y2=a2(Y2_p2)(52__,)^ 

et comme on a posé 
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on voit que l'on a bien, quels que soient 5 et 5|, 

120. Intervalles dans lesquels il suffit de faire varier la partie 
réelle et le coefficient de i de chacun des arguments pour avoir 
toute la surface. — Les trois fonctions sn;^, cni/, dn;^ admettent 
comme périodes 4^. et ^i¥J ] de même, les trois fonctions snç^, 
cnç^, àn\? admettent les périodes 4L el ^iU (en supposant que L 
et L' correspondent à / comme K et K' à A"). Mais les formules 

sn(w-h2K)= — snw, dn(p -i- aiL') = — dni'. 
cn(w-l- 2K) = — en w, cn(p -4- at'L') = — cnp, 
dn(M-l-2K)= dnw, sn(p-h2tL')= sni», 

montrent que les arguments 

w H- 2 K, p H- 2 i\J 
donnent le même point que les arguments 



Uy V. 



On verrait de même que 
donnent le même point que 



II, P, 



et l'on peut conclure de là qu'il suffit de faire varier la partie ima- 
ginaire de II entre deux valeurs différant de 21K' et la partie ima- 
ginaire de ^ entre deux valeurs différant de ii\J . 

121 . Les lignes paramétriques sont orthogonales. — Les lignes 
obtenues en faisant varier un seul des paramètres u el v sont des 
biquadratiques {voir n^ 113). Nous allons démontrer que les deux 
familles de lignes ainsi définies sont orthogonales. 

Les cosinus directeurs de la tangente sont proportionnels à x'^^ 
y^, z\^ pour un point de la ligne obtenue en faisant varier le para- 
mètre u ; les quantités correspondantes sont proportionnelles à œ'^,, 
y'ç, ^[, pour l'autre ligne; nous avons donc à vérifier que l'on a, 
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pour un système quelconque de valeurs de u et de ^, 



a^'i* ^'f -H J^a7 w + -Sa -«l» = O • 



Calculons ces dérivées : 

arj^ = P cddi, Xç = — p l^ ssi Ci , 

y'u = — oisdci, yv = — ac^i ^ii 

Dans chacun des produits x\x\^ y'uy'v'i ^u^vi ^^ trouve en 

facteur 

scdsi Cl diy 

et l'égalité à vérifier se réduit à l'identité 

évidente, si l'on se rappelle que l^^= gi^'^ (^^ 119). 

122. Points singuliers. — Nous avons vu que la trace de la 
surface sur l'un des plans de coordonnées se décompose en deux 
coniques; les quatre points communs à ces deux coniques sont 
des points coniques de la surface. Considérons, en particulier, la 
trace sur le plan zOx. On doit avoir 

^ = o, cnMcnp = o. 
Pour en « = o, on a 5^ = i , et l'équation (n® 119), 

x^-hy^-^z^— p2= (p2_ a2)(52— l) 

montre que les points correspondants du lieu sont les points du 
cercle 

Pour en ç^ = o, on a 5j = I , et l'équation 

OL^X^-h p2j^2^_Y2^2_ (,2^2=: a2(Y2— 32)(52__ ,) 

montre que les points correspondants du lieu sont les points de 
l'ellipse 

L'un des points d'intersection du cercle et de l'ellipse est donné 
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par les valeurs des paramètres u et i^ telles que l'on a à la fois 

CDM = o, cni' = o. 

Mais chacune des trois dérivées œ]^^ y^j z\ contient en facteur c 
ou C\ et il en est de même pour x'^^ y\^ z\. Donc, les développe- 
ments dex, j^, ^, suivant les puissances des accroissements Ai/, A(^ 
donnés aux paramètres à partir du point considéré, commencent 
par des termes du second degré ; le point est point conique de la 
surface. On vérifie sans peine que ses coordonnées annulent les 
trois dérivées /^, /^', /,' du premier membre de l'équation de la 
surface. 

Nous avons ainsi quatre points doubles réels dans le planzOx. 
On les obtient comme points du lieu lorsqu'on coupe l'ellipsoïde E 
f)ar un plan passant par l'axe moyen et donnant comme section 
un cercle. 

Fig. 8. 




On trouverait de même quatre points coniques de la surface 
dans chacun des autres plans de coordonnées et il résulte de la 
définition géométrique des points du lieu qu'il n'y a pas d'autres 
points coniques à distance finie. La forme de l'équation de la sur- 
face conduit à considérer comme points coniques les points à l'in- 
fini sur les quatre génératrices communes aux deux cônes 



y^ 



:2 — 



a2a72 



2 î-2 — 



= O. 



On a donc en tout seize points singuliers; quatre de ces points 
seulement sont réels : ce sont les quatre points coniques situés 
dans le plan zOy, 
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123. Plans tangents singuliers. — Un plan perpendiculaire à 
un plan principal, et dont la trace sur ce plan est une tangente 
commune aux deux coniques en lesquelles se décompose la sec- 
tion principale correspondante, est un plan tangent singulier : il 
louche la surface en une infinité de points situés sur un cercle. 
Considérons, en particulier, la trace de la surface sur le plan 
des xz 

X*-\-Z*— 0*= O, --. -4- — — I = O, 

et cherchons d'abord les tangentes communes à ces deux coniques. 

Si une droite 

ux -\- wz -1-1 = 

est tangente à chacune de ces coniques, on a 

p2 w*-h p2tvî= I, Y^j^ï-t- a2tv»= I. 
En résolvant ces deux équations, on obtient 

32^2= î^; -, pu=±k, 






Q2«;2=I- îL, ^w=±k', 

• V* — flr* ' 



L'une de ces tangentes a donc pour équation 

kx -\- k' z — 8 = 0. 

Coupons la surface par le plan perpendiculaire à zO^ et ajant 
pour trace cette tangente commune. En remplaçant dans l'équa- 
tion du plan ^ et ^ par leurs valeurs en fonction des paramètres 
elliptiques, nous avons, entre les paramètres d'un point de la sec- 
tion, la relation 

k B sd^ -H A:' a ds^ — P = o, 

et, comme on a At'ô ==^î cette relation peut s'écrire 

ksdi -h Idsi — 1 = 0. 

Pour vérifier que la ligne définie par cette relation est une 
conique comptée deux fois, nous allons la couper par une surface 

ç = const. 
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et montrer que les points d'intersection sont deux à deux con- 
fondus. Les valeurs de 5 et de rf correspondant aux points d'inter- 
section sont données par les deux équations 

ksdx ■+- Idsi = 1 , 
A«5«4- rf« =1. 

Or, l'équation du second degré qui donne les valeurs de 5 a ses 
deux racines égales ; tandis que si l'on avait coupé la surface par un 
plan quelconque parallèle à Oy, le même calcul aurait conduit à 
deux valeurs distinctes de s. Donc le plan 

kx-\-k'z = p 

coupe la surface suivant une conique comptée deux fois et, comme 
il n y a pas de ligne double sur la surface, il est tangent tout le 
long de cette conique. 

On peut vérifier le résultat précédent au moyen d'un calcul 
plus symétrique, en formant une combinaison homogène des deux 
équations précédentes en s et rf, savoir 

Cette équation donne les valeurs de -j- Or, en transformant le 
premier membre d'après l'identité 

(A2-4- B2)(A'2-4- B'2) — (AB'-i- BA')2 = (AA'— BB')*, 

on voit qu'il se réduit à 

(klssi — dd^y, 

et l'on retrouve que les points d'intersection sont deux à deux 
confondus. Mais on peut, en outre, déduire de ce calcul une 
forme de l'équation de la surface mettant en évidence les plans 
tangents singuliers perpendiculaires au plan zOx. Nous avons 
remarqué qu'on a l'identité 

I — ( ksdi -+- dlsi )2 = {klssi — ddi )*, 

en supposant s et d d'une part, Si et rf< d'autre part, liés par les 
relations 
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Cette identité peut s'écrire 

— (ksdi-^ dlsi — i)(ksdi'h dlsi-\- 1) = {klss^ — ddi)^, 
et, en y changeant Si en — 5|, on en déduit 

— (ksdi — dlsi — i){ksdi — dlsi-^i) = (klssi-h ddt)^. 

Multiplions membre à membre ces deux identités et désignons 
les parenthèses situées dans les premiers membres par y^, g2, 
Ç39 Ça9 nous obtenons la nouvelle identité 

qiÇ2qiq,^{kU^S^sl--d^d\)\ 

qui peut encore s'écrire 

çri^2y3^^=(X:2s2-f-/Î5Î — 1)2, 

et qui donne la forme cherchée de l'équation de la surface ; il 
suffit d'y remplacer ^, d, 5|, rf< en fonction des coordonnées œ, 
y y z du point correspondant de la surface ; 

q^ ^ ksdi -\- ls\d — i 

devient 

^2? 5^3) (Jk se transforment d'une façon analogue. D'autre part 

l^s\-\- k^s^—i 

devient (n® 119), en désignant par )^ et [x des constantes, 

^{X, y, ^) = X2(a2iF2H- p2j2 4_ -^2^2__a2p2)_^ jj,.2(a;2 + ^2^_22__a2)_i^ 

et l'on obtient pour la surface l'équation 

Cette équation montre d'abord que la section de la surface des 
ondes par le plan Q< = o est la conique section de la surface ç 
par le même plan, comptée deux fois. Cette conique est un cercle, 
car en cherchant les plans réels qui donnent des sections cir- 
culaires dans la surface îf , on trouve que ces plans sont parallèles 
aux deux plans 

(a2— P2)a72-H (^2— P2)^î=: o, 
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OU bien 

(/.-x ■}- k's){/ix — k's) = o. 

Nous avons trouvé quatre plans tangents singuliers correspon- 
dant au plan ^0:r; on en trouverait de même quatre autres corres- 
pondant aux deux uutres plans de coordonuées, et quatre autres 
qu'on peut déiinir comme les plans tangents communs aux deux 
cônes 

a-'-(-_j'i+ st= o, a*x'-t- p'_y'-4- y'-5'= o. 

On a ainsi seize plans tangents singuliers dont chacun touche la 
surface tout le long d'une conique. 

i34. Forme de la surface. Distribution des Talenre des pant- 
mètres. — La ^g. 8 { ' ) indique les sections de la surface par les 
trois plans de coordonnées. La surface se compose de deux 
nappes réunies par quatre points coniques et dont l'une est tout 
entière située à l'intérieur de l'autre. 

Elle est représentée, en perspective, dans la Jlg. 9 : on a 

Pig- 9- 




ménagé une ouverture qui permet de voir la nappe intérieure. 
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On a représenté {^g. lo) le corps solide ou noyau qui serait le- 

Fig. 10. 



V^^^lgJfl^F 



couvert par la nappe intérieure seule, et {_fig. 1 1) la section de 
le surface par un plan passant par les quatre points coniques. 




Cherchons entre quelles limites varient 5 et s,. D'après la 
relation 

si nous coupons la surface par une sphère concentrique, tout le 
long de l'intersection s reste constant, x, y, s sont à des facteurs 
constants près égaux k d,, c,, s,', rinterseclion est une hiquadra- 
tique. Le carré du rayon de la sphère peut être représenté par 

Pour que la sphère rencontre la surface, il faut que p' soil 
positif et compris entre a' et y' - ** doit donc être positif et com- 
pris entre o et-r;* 

A. ET L. Il 
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Quand s^ varie de o à 1 , la bi quadratique formée de deux ovales 
séparées par le plan yOz décrit la nappe intérieure de la surface. 

Quand s^ varie de i à r^ la biquadratique formée de deux ovales 

séparées par le plan x Oy décrit la nappe extérieure. 
De même, d'après la relation 

on voit que 5J varie entre o et ^^ A une valeur donnée de St 

correspondent des points situés sur une biquadratique; quand s^ 
varie de o à i la biquadratique formée de deux ovales séparées 

par xOy décrit la nappe intérieure; quand s] varie de i à y^ la 

biquadratique formée de deux ovales séparées par yOz décrit la 
nappe extérieure. 

On déduit aisément de ce qui précède le moyen de déterminer 
la nature des arguments qui correspondent à un point pris sur 
l'une des nappes de la surface et la position du chemin décrit par 
le point M d'arguments 11 et {?, quand on fait varier un seul de ces 
arguments. 

Prenons, par exemple, un point Mq sur la nappe intérieure et 
dans le trièdre des coordonnées positives; l'un des systèmes d'ar- 
guments correspondants sera formé de deux valeurs réelles Uq, ^^q 
telles que Ton ait 

o<wo<K, o<Po<L. 

Nous avons déjà remarqué que le même point est donné par les 
valeurs 

des arguments, et il est évident qu'on peut partir de Mo avec le 
système Uq, ^0 et revenir au même point avec le système 
(2K — Wo, 2L — Çq) ^^ faisant varier successivement un seul des 
arguments. 

Voyons, en détail, comment se déplace le point M d'argu- 
ment w, if, quand, u restant égal à Uq, v varie de Vq k 2L — Vq 
puis, quand, v restant égal à 2L — Vq, u varie de Uq à 2K — u^. 
Pour u = «Oî on a une biquadratique formée de deux ovales que 
sépare le plan des yz. Comme nous ne considérons que des va- 
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leurs positives de {?, le point M restera sur l'ovale de droite; 
soit Cv cette ovale. De même, pour (^ = (^o> o^i a une biquadratique 
formée de deux ovales séparées par le plan des xy. Le point M 
restera sur l'ovale située au-dessus de ce plan; soit C^ cette ovale. 
Cela posé, quand ç varie de Çq à L, puis de L à 2L — ç^o? le 
point M se déplace sur C», depuis Mq jusqu'au point le plus haut 
de l'ovale, traverse le plan des zx et vient en M'^, symétrique 
de Mo par rapport à ce plan. Quand ensuite u varie de Uq à K, 
puis de K à 2 K — Uo^le point M se déplace sur G^ depuis M'^, jus- 
qu'au point de la courbe C^ située dans le plan ^0;r et dont l'^ 
est positive, traverse le plan ^O^ et revient en M© (fig» 12). 

Fig. 12. 




Remarquons encore que les points de G^ ofi la tangente est pa- 
rallèle à Oy sont sur le cercle 

ou plus exactement sur l'un des deux arcs de ce cercle qui appar- 
tiennent à la trace de la nappe intérieure; les points de C^ où la 
tangente est parallèle à Oy sont sur l'ellipse 

ou mieux sur l'un des deux arcs de cette ellipse, qui appartiennent 
à la trace de la nappe intérieure. 

Pour un point de la nappe extérieure l'un des systèmes de va- 
leurs de w, s^ est de la forme 

M = K -H ia\ i> = L H- ib', 



i8o 
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a! et V étant réels ; l'autre système est alors formé des valeurs con- 
juguées 

On verra, comme dans le cas précédent, comment on peut 
passer d'une manière continue du premier système au second. 

Remarque. — Le fait qu'à un point donné correspondent 
deux systèmes distincts de valeurs de u et c, donne lieu à une 
complication analogue, d'une certaine façon, à celle qu'on ren- 
contre dans l'étude des fonctions algébriques. La discussion pré- 
cédente montre comment on pourrait faire disparaître, en partie, 
cette complication, en considérant la surface des ondes comme 
formée de deux feuillets réunis suivant des lignes joignant deux 
des points coniques. , 



ni. — Pendule simple. Élastique plane. Corde a sauter. 

Mouvement a la Poinsot. 

125. Pendule simple. — Quoique la théorie du pendule simple 
se déduise comme cas particulier de celle du pendule sphérique 
que nous avons traitée à l'aide des fonctions jd et a*, nous la 
reprenons ici à titre d'application des fonctions sn, en, dn. 

Fig. i3. 




a> 



Prenons un axe O^ vertical et dirigé vers le haut, l'origine 
étant au point de suspension du pendule, et supposons le mobile 
lancé du point le plus bas Mo(2= — t) avec une vitesse initiale p©; 
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le théorème des forces vives donne 

ci 

v^=2ff(a — z) avec a= — l-\ --• 

1° Supposons d^abord que la droite 11(5 = a) coupe le cercle 

en A, A', c'est-à-dire que l'on ait a -< /, ou ('o^C ^v/^* ^® mou- 
vement consistera alors en oscillations isochrones entre A et A'. 
Prenons pour variable l'angle MoOM = 0. Nous avons 

z— — /cosO, a = — /cosa, 

en appelant a l'angle d'écart maximum MoOA. L'expression de la 

vitesse est 

ds Id^ 






dt dt 
et l'équation des forces vives devient 

(/Tft \ 2 
— - j =2^/(cos6 — cosa), 

qu'on peut écrire 
d'où 



s/]dt = 



sin^ sin*- 

2 2 



Nous prendrons le signe -h en supposant que le mobile monte. 
En comptant le temps à partir du moment où le mobile part 
de Mo et en posant 



.6 .a 

sm- = Msin-j 

2 2 



on a 



. /£ /*" du /a:»= i î-V 

V ^ ^J^ /(i— w2)(i — A:2aî)' \ ^^^^ 2/ 

On est ainsi ramené à une intégrale elliptique et l'équation ci- 
dessus résolue par rapport à u peut s'écrire 
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c'est-à-dire 



cos 






on obtient ainsi les coordonnées /sinQ et /cosO du mobile en 
fonction uniforme du temps. 

Pour avoir le temps T que met le mobile à aller de Mo en A, il 
faut faire varier 8 de o à a, c'est-à-dire m de o à i ; donc, en posant 



1 /(i-wî)(i-^»M«; 



on aura pour T la valeur Ki/- et la durée de l'oscillation simple 

sera aKi/-» Si l'on ajoute cette quantité à t, le mobile doit 

prendre la position M' symétrique de M et sinO doit changer de 
signe, ce qui fournit une vérification de la formule 

sii(a7-f- 2K) = — snx, 

2° Il nous faut maintenant considérer le cas où la droite II ne 
rencontre pas le cercle, c'est-à-dire où l'on a a > /. L'équation 
des forces vives ç^=2g(a — z) peut s'écrire 

(Jù \ 2 / A \ 

— j = 2^(a-l- /cosQ) = 2^(a-h / — 2/sin2 - j 



ou 



/2(jy = 2^(aH- 0(1-^2 sinîi) 



il 
en posant k^= j; k^ est plus petit que 1 puisque a est plus 

grand que /. En résolvant par rapport à dt^ posant 

X =1 v/2^(a-h/) , 

et prenant u = sin - comme nouvelle variable, il vient 






k^u^) 
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d'où, en résolvant par rapport à w, c'est-à-dire en faisant l'in- 
version 



On en déduit 



u = sn(\t)j sin-=sn(X^). 



A 

cos- = /i — sn*(X^)= cn(X;). 



Le temps T que met le mobile à arriver au point le plus haut 
s'obtient en faisant varier de o à ir, c'est-à-dire w de o à i ; il est 

donc Y* 

3** Il reste enfin à traiter le cas intermédiaire où la droite II 
serait tangente à la circonférence donnée : a = L On peut alors 
eflFectuer les intégrations à l'aide de fonctions exponentielles (cas 
de dégénérescence), car le module k des fonctions elliptiques 
précédentes devient égal à i . Revenons, en effet, à l'équation 
des forces vives s^^= 2g(a — z), nous l'écrirons 

— \ =2^(/-h/cos6) = 4<r^cos2-, 

et, en intégrant, 

^< = logtang(J- + |). 

La constante d'intégration est nulle puisque t doit s'annuler 
avec 0. Lorsque t croît indéfiniment, 8 tend en croissant vers la 
limite tc; le mobile s'approche indéfiniment du point le plus haut 
sans jamais l'atteindre. On a alors 



sm - = -T-: TT 9 cos - = 



2 



gXf -i.. g— X^ 2 eX' -h e~X' 



7^ étant 



égal à y/f 



Remarque sur t interprétation de la période imaginaire 
2iK!. — Plaçons-nous, pour simplifier, dans le premier cas (i°), 
où le pendule oscille entre les points A et A'. Supposons que la 
pesanteur change de sens et que le pendule oscille sur l'arc supé- 
rieur A^A', entre les mêmes points A et A'. Pour avoir les for- 
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mules relatives à ce nouveau mouvement, il suffît de changer, 
dans les formules du premier cas (i**), a en i: — a et, par suite, de 

remplacer le module k = sin - par son complémentaire A''= cos- • 

Les fonctions elliptiques qui donnent le nouveau mouvement 
sont donc construites avec le module complémentaire de k et, en 

particulier, la durée de la nouvelle oscillation simple est aK'l/ — 
{Comptes rendus, t. LXXXVII, p. i074). 

126. Élastique plane sans pression. — Nous avons déjà vu 
(n**68) que le problème de l'élastique gauche conduit aux mêmes 
équations que l'étude du mouvement d'un corps pesant de révo- 
lution, suspendu par un point de son axe. 

En particulier, le problème de l'élastique plane sans pression 
conduit aux mêmes équations que l'étude du mouvement d'un 
pendule simple. C'est ce que nous allons montrer rapidement. 

Imaginons une tige élastique dont la fîbre moyenne affecte à 
l'état naturel, la forme d'une courbe plane connue Go et soit po 

Fig. 14. 





la valeur du rayon de courbure en un point M de cette courbe. 
Supposons ensuite qu'on déforme la lige en faisant agir sur elle 
des forces quelconques, mais de telle façon que la fibre moyenne 
reste plane et prenne une nouvelle forme G. Le rayon de courbure 
en M devient alors p. Dans cette position d'équilibre contraint, 
les forces élastiques sont déterminées d'après les lois suivantes : 
Si l'on coupait la tige en M, pour maintenir l'équilibre il 
faudrait appliquer à la section en M une force T dans le plan de 
la courbe G et un couple dont l'axe est perpendiculaire à ce plan 
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et dont le moment N est proportionnel à la variation de la cour- 

bi I 
ure : 

p Po 

\P po/ 

B désignant un coefficient constant qui dépend de la nature de 
la tige. 

Nous traiterons ici le cas simple où la tige est primitivement 

rectiligne, — = o, et où l'on fait agir seulement sur ses extré- 
mités M| et M2 deux forces T| et T2 situées dans le plan de la 
courbe d'équilibre et deux couples N| elN2 ayant leurs axes nor- 
maux à ce plan. Les deux forces T, et T2 sont égales et opposées, 
car les seules forces extérieures appliquées à la lige en équilibre 
étant les forces T, et T2 et les couples N| et N2, la somme des 
projections de ces forces sur un axe quelconque doit être nulle. 
Les forces T| et T2 forment alors un couple qui fait équilibre 
aux couples N| et N2. 

Prenons pour axe Ox une droite parallèle à T| et T2. Soit M 
un point quelconque de la fibre moyenne : si la tige était coupée 
en M la partie M|M serait en équilibre sous Faction des forces 
extérieures suivantes : 1° la force T| et le couple N| agissant sur 
l'extrémité M^; 2° une force T et un couple N agissant sur M; le 
couple N a pour moment 

p 

I 
puisque nous supposons — = o. 

Ces forces extérieures appliquées à l'arc M|M se font équilibre. 
Donc, T est égal et opposé à T,. En outre, la somme des mo- 
ments de toutes les forces extérieures, par rapport à un point du 
plan doit être nulle. En prenant la somme des moments par 
rapport à O, nous avons 

B 
d'où, en remplaçant T par T| et N par - > une équation de la forme 

1 = 1(^.-6), 
p c* 
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c^ désignant une constante positive et b une autre constante. On 
peut toujours déplacer Taxe des x parallèlement à lui-même de 
façon à faire disparaître cette dernière constante et à ramener 
ainsi Téquation de la courbe à la forme 

p c* 

Nous allons montrer que, lorsqu'un point décrit la courbe élas- 
tique avec une vitesse constante, la normale en ce point oscille 
comme un pendule autour de la perpendiculaire abaissée de ce 
point sur la ligne d'action des forces T, c'est-à-dire sur Oo? (* ). 

Soit, en effet, 8 l'angle de la normale en M avec cette perpendi- 
culaire; si le point mobile se déplace de ds la normale tourne de 
l'angle rfO et Ton a 

ds p c* 
d'où, par différentiation, 



(I) 



— - -î- ^' -— 1 ine 

ds^ ~~ c^ ds ~ c* 



Si l'on pose - =zi/jt, on retrouve l'équation du mouvement 
pendulaire 



d^i) 



= _|;sine. 



dt^ l 



Pour intégrer l'équation (i), multiplions les deux membres 
par -r et intégrons ; il vient 






(ji désignant une constante arbitraire. On a alors 

c' o d^ t—, -R 

y = — — c^-Y- — c/2(cosO -h ]x). 

Trois cas sont à distinguer, correspondant aux trois cas ren- 
contrés dans le pendule simple, suivant que (Ji est compris entre 
— I et -f- I , supérieur à i , ou égal à i . 



(•) Comparer à Greenhill, Fonctions elliptiques. 
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Premier cas. — Dans le premier cas on peut poser 

(JL = — cosa. 

L'angle varie de — a à +«; la courbure et l'ordonnée y 
s'annulent pour = a. 

On a ainsi la forme de la courbe (Jig- 14? !)• Les points cor- 
respondant à = dza sont les points B et B'. Cette forme de 
courbe correspond au mouvement oscillatoire du pendule. 

On a trouvé dans ce cas, pour le pendule, 



sin- = k snM /—, 



avec A' = sin-« On a donc actuellement par le même calcul, en 
faisant- = ^l/f' 



.0,5 ^ j * 

sin - = A: sn - > cos - = an - > 
1 c 2 c 



- = - 4 / sm* sm' - = — 

p cy 2 2 c 



s 
en- > 
c 



c^ s 

r = — = 2 Arc en - 

^ P c 



Calculons enfin x en fonction de 5, on a 



—r = cos 6 = 1 — 2sin* - = i — 2k^sn^- 
as 2 c 



• 



D'où, en intégrant de o à 5 et se rappelant la formule du n° 100 






e 



(à) 



Deuxième cas, — Si l'on a [Ji > i, peut varier de o à 27r : j^ 
et - ne s'annulent jamais ; la courbe a la forme II de \^fig' i4' 
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Ce cas correspond au mouvement révolulif du pendule. On 
achèverait le calcul comme dans le cas précédent, en employant 
les mêmes transformations que pour le mouvement révolutif du 
pendule simple. 

Troisième cas. — Si [jl = i, on se trouve dans un cas de dégé- 
nérescence. On a alors 

/£(?y= Acosî-, 

\ds ) C* 2 ' 



as 2 

T ô' 

cos - 

2 



-=Logtang(^- + -j 



/O TZ\ - 



e 4c 

2 



r = 2 c cos - = — : > 



e^ -h e 



dx = cosô ds = {2 cos* i]ds = 2C cos ds, 

\ 2 / 2 2 

S s 

X = 2C sin s = ic s. 

2 f _£ 

La courbe est alors asymptote à l'axe O^, comme on le voit en 
faisant tendre vers db 7t, et s vers dz oo. 

127. Corde à sauter. — Imaginons une corde homogène dont 
on tient les deux extrémités et qu'on fait tourner très vite autour 
de la droite joignant ces deux extrémités. On peut alors négliger 
l'action de la pesanteur sur les divers éléments de la corde et 
chercher la figure permanente que prend la corde dans son mou- 
vement. Par rapport à un système d'axes tournant avec la corde, 
cette figure permanente est une position d'équilibre relatif. 
D'après la théorie de l'équilibre relatif, on doit exprimer qu'il y 
a équilibre entre les forces agissant réellement sur chaque élé- 
ment de la corde et les forces centrifuges. 

La force centrifuge agissant sur un élément de masse m est 
perpendiculaire à l'axe de rotation et répulsive; elle a pour inten- 
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site nHii^r, to désignant la vitesse angulaire constante de la rota- 
tion et r la distance de l'élément m à l'axe. 

En prenant l'axe de rotation pour axe O^, on est donc ramené 
à un problème sur l'équilibre des fils que l'on peut énoncer ainsi : 

Un fil est attaché en deux points de Vaxe Ox et chaque 
élément du fil est repoussé par Vaxe proportionnellement à sa 
longueur et à sa distance à Uaxe* 

Toutes les forces qui agissent sur le fil rencontrant l'axe O^, le 
moment de la tension par rapport à cet axe est constant tout le 
long du fil; mais, comme le fil est attaché en deux points de l'axe, 
le moment de la tension aux extrémités est nul; ce moment est 
donc constamment nul et l'on a 

— I dz dv\ 

d'où 

dy dz 

=0, r = mz, 

7 -s 

m étant une constante. La figure d'équilibre est donc dans un plan 
passant par l'axe Ox. Prenons ce plan pour plan des xy, la force 
agissant sur l'élément ds est perpendiculaire à Oo?, répulsive et 
proportionnelle à l'ordonnée y 

Y ds — [ly ds. 
Les équations d'équilibre sont donc 

la première donne T^ = A, où l'on peut toujours supposer A 

positif en comptant les arcs s dans un sens tel que x croisse 
avec S] en portant cette valeur de T dans la deuxième équation et 
posant 

^ = r' li--, ds - dxi/TT7'^= ^y^^^y'\ 

dx ^' A"a2' as-^axs/i^y - ^ , 

on a l'équation 

y dy _^ '>ydy ^^ 



et en intégrant 



CHAPITRE y. 



sT^ 






a 



b^ désignant une constante nécessairement positive puisque le 
premier membre est positif. Isolant le radical, élevant au carré et 

remettant pour y sa valeur -^> on a 



dx 



dx = 



a' dy 



/(^*— r')*— a* 



Gomme le fil est attaché à Taxe Oxy Téquation doit donner une 
valeur réelle pour y quand j^=:o, donc b^'^a^. En désignant 
par ^{y), le polynôme bicarré placé sous le radical, on a 



j^ partant de zéro ne peut varier qu'entre — y/6' — a^ et 4-y/6* — a*. 
Construisons la courbe. Supposons que le fil soit attaché en O 
(Jig- i5) et qu'il soit situé dans l'angle yOx : alors x croît 









Fig. I 


5. 
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\ 



dx 



d'abord avec y^ -7- est positif, et l'on a 



(G) 



y croissant, j? croît, jusqu'à ce que y ■= \/b'^ — a'^] x atteint alors 
la valeur 






^b* — ai 



a^ dy ^ 



on a ainsi la branche 0A| ; la tangente en A| est horizontale. A 
partir de cette valeur, y décroît et, pour que x continue à croître, 

il faut prendre le signe — devant ^f{y) : on a ainsi une nouvelle 
branche A| M| 0< symétrique de la première OMA< par rapport a 
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l'ordonnée A< B< , car à des variations égales de y correspondent 
des variations égales de x. Pour j^=o on obtient le point 0| 
d'abscisse 2$; puis, y devenant négatif peut décroître jusqu'à la 

valeur — y/6' — a^, l'abscisse croît toujours jusqu'à la valeur 3$, 
ce qui donne le point A2, où la tangente est horizontale. Ensuite j^ 
augmente de nouveau de — y/ô^ — «2 ^ 4- ^b'-i — «a ; il faut prendre, 
à partir de A2, le signe + devant le radical, et l'on obtient 
l'arc A2O2A3 coupant l'axe au point O2 d'abscisse 4$j etc. Les 
branches de courbe ainsi obtenues successivement sont toutes 
égales à la première. La courbe est donc analogue à une si- 
nusoïde. 

Intégrons les équations par les fonctions elliptiques. Faisons 
dans l'équation (G) de la courbe 



62-ha* ' 62-i-a*' 

•elle prend la forme suivante : 

ak 

d'où 



2 _ /•' dX 



xJi n- xJi 

Ainsi la courbe donne la représentation graphique de la varia- 
tion de la fonction sn. 

La différentielle ds de l'arc de courbe est 



V \dy} ^ v/?(r) 

en faisant dans cette formule la substitution (i) ci-dessus, on 
trouve pour l'abscisse \ du point A< et la longueur X de l'arc 0A« 
les deux expressions 



O) 






car le point A« s'obtient en faisant ^ = i . 
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Quand X et ç sont donnés (X étant supérieur à \, car l'arc OAi 
est supérieur à sa projection 0B<), les constantes a et k^ ont un 
seul système de valeurs, sous la condition k^<^i. En effet, en 
calculant X — $ et X + Ç, on trouve 



iwi 



-" dt 



\ — i J. y i — kH* 



f.V^ 



dt 



Pour k^= o, le rapport du second membre est nul; k^ augmen- 
tant, le numérateur augmente évidemment et le dénominateur 
diminue, donc le rapport augmente et pour ^^=1 le rapport 
est I . Ce rapport passe donc une fois et une seule fois par la va- 
leur donnée ^ — c- La constante k'^ a donc une valeur et une 

seule; l'expression (2) de Ç donne alors pour a une seule va- 

1 ?v^ 

Détermination des constantes. — Le fil ayant une longueur 
donnée / et étant attaché au point O et au point O' de l'axe Ox 
d'abscisse a, il y a une infinité de cas possibles. 

I® Le fil n'a qu'une seule onde entre O et O' {/ig- 16). Alors Ç 

Fig. 16. 




est la moitié de a, X la moitié de /. Les quantités Ç et X étant 
connues, la constante k^ a une seule valeur donnée par l'équa- 

tion(3); puis a = ^^. 

a / 

2° Le fil a deux ondes entre O et O'. Alors Ç = -, X = -; A' a 

4 4 

la même valeur que dans le cas précédent, car v-— I est le même 

/ — a . a v/2 

-, ; ensuite a = 717-77? 



• • • 
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En ffénéral, si le fil a n ondes entre O et O', Ç = — > X = — » 

P ^ 'in in 

k' a toujours Ja même valeur, mais a = — j^, • 

Il y a donc une infinité de positions d'équilibre qui sont toutes 
homothétiques de la première par rapport à O, les rapports * 

d'homothétie étant - > ^ > • • •> - • 

2 3 n 

128. Mouvements à la Poinsot. — Étudions le mouvement 
d'un solide autour d'un point fixe O, dans le cas où les forces ont 
une résultante unique passant par le point O. 

En prenant pour axes liés au corps les trois axes principaux 
d'inertie relatifs au point O, Oxyz^ on a, pour déterminer les 
composantes/?, q^ r de la rotation instantanée suivant ces axes, 
les trois équations suivantes, dans lesquelles A, B, G sont les 
moments d'inertie principaux (A^B^C), D et [jl des con- 
stantes arbitraires (*), 

^ A2/?2 _^ B2 ^2 _j_ G2 r2 = D VS 
JBg + (A-C)^r=o. 

Nous tirerons p et /* des deux premières équations et, en les 
portant dans la troisième, nous aurons une équation différentielle 
du premier ordre en q. L'élimination de r entre les deux pre- 
mières équations donne 

A/?2( A — G) -r- By2(B — G) = D(D — G)(jl2. 

D'après les grandeurs relatives de A, B, G, on voit que la diffé- 
rence D — G est essentiellement positive : elle ne pourrait être 
nulle que si les valeurs initiales po et y^ de /? et ^r étaient nulles. 
De l'équation ci-dessus l'on tire 

,.^ B(B-G ) 
^ A(A-G)^-^ ^ ^' 
en posant 

•^ ^ B(B-G)' 



(') Fof> Appkll, Traité de Mécanique, t. II, p. 199. 

A. ET L. i3 
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on aui*ait par un calcul semblable 

, B(A-B), , ,, , D(A-D) 

le binôme A — D étant essentiellement positif et ne pouvant être 
nul que si qo et Fq sont nuls. 

Pour que p et r restent réels, il faut que q^ reste inférieur à la 
plus petite des deux quantités /^ et g^; pour reconnaître cette 
quantité, formons la diiFérence g^ — /^ : 

^ J - V- H(B — C)(A — B) 

Le signe de g- — f^ est donc celui de B — D, signe connu par 
les conditions initiales. 

Pour fixer les idées, nous supposerons 

B-D>o, g^>p. 

La variable q doit alors varier entre — y* et -\-f : donc r ne 
s'annule jamais et conserve toujours le même signe, signe connu 
par la valeur initiale i\ : nous supposerons r > o. Au contraire, 

/> s'annule toutes les fois que q =^±f', quand q augmente, -^ est 

positif, la troisième des équations (i) montre que p est alors 
négatif; quand q diminue, p est positif. Ces considérations fixent 
à chaque instant les signes à prendre devant les radicaux qui 
donnent p et /• en fonction de q . 

En portant ces valeurs de p et r dans la troisième des équa- 
tions (i), on trouve 



dq 
~di 



= V/^""T"'^ v/(7^--,W^r^, 



OÙ le radical est pris positivement tant que q augmente, jusqu'au 
moment où q atteint la valeur -\-f] puis, q décroissant de H-/" à 
— y, le radical doit être pris négativement, et ainsi de suite. 

On voit que t est donné en fonction de q par une intégrale que 
nous ramènerons à la forme considérée dans le Chapitre pré- 
cédent, en posant 

„_A. ,.,_/'_(A-B)(D-C) 



ÉTUDE DES VALEURS RÉELLES DE Snu, CnU^ dnu, I()'l 

Nous aurons ainsi, en résolvant par rapporta dt et intégrant^ 






où n désigne la constante positive 



n = l^^- 



( A-D)(B-G) 
ABC 



et to une nouvelle constante arbitraire, représentant l'époquo 
où g s'annule en croissant. Le module /{^ est moindre que i 
puisque g'^/'^\ il est égal au rapport anharmonique de A, B, 
D, C. 

Ces formules donnent/?, g, r en fonctions uniformes du temps. 
En effet, en posant, pour abréger, 

l'inversion de l'intégrale elliptique donne 

5 = sot; 

. ^ /D(D-G) 



G) 



.•M ; y. AC^ — G) / , /D(D — G) 

où [JL est positif et où e', s" sont égaux à ih i . 

D'après les propriétés des fonctions sn, en, dn, ces formules 
montrent que/? et g s'annulent périodiquement, tandis que r ne 
s'annule jamais. 

Si nous supposons ro>o, r reste constamment positif et il faut 
prendre e"r=i4-i. Alors, d'après la troisième équation (i), on 

voit immédiatement que -^ et/? doivent être de signes contraires, 

ce qui, d'après la formule 

— i — = criT dnT, 
ax 

montre que e'= — i . 

Les valeurs de /?, g^ r sont des fonctions périodiques de l et 
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admettent la période 






k^s^) 



Quand le temps augmente de cette quantité, p, q, r reprennent 
les mêmes valeurs ; l'axe instantané de rotation reprend alors sa 
position primitive dans le corps, mais non dans l'espace, comme 
nous le verrons plus loin. 

Il faut maintenant calculer les trois angles d'Euler en fonction 
du temps. Pour simplifier le calcul, nous supposerons qu'on ait 



Fig. 17. 




pris pour axe des Zt la direction invariable de l'axe 0<t du mo- 
ment résultant des quantités de mouvement. Ecrivons que les 
projections du segment Oo"= / sur les axes mobiles sont respec- 
tivement Afy B(y, Cr, nous aurons 

[ l sinO sino = A/?, 
(4) l / sinO coscp = By, 

( / COS0 = Gr; 

car les cosinus y, y\ y" des angles de Ox^ Ojk, O^ avec Ozi sont 
sinQsincp, sinQcoscp et cos9. Ces équations donnent, sans inté- 
gration, 6 et cp en fonction de />, ^, r et, par suite, en fonction 
de t. 

Calcul de V angle de précession ^. — On a, d'après les équa- 
tions du mouvement, 

d^ _ A/?2-^ B^2 

— - = u D — = — ■ • 

dt ' A2^2_^B-^^2 

Remplaçons, dans cette expression, p ei q par leurs valeurs (3) 
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€t cn^Tpar i — sn^-r; nous avons 

d^ _ liD (B — O — (B- A)sngT 
az ~ ir A( B — G) — G(B — A) sn2T ' 

c*c qu'on peut encore écrire, en eflecUiant la division, 

^ _ |jj) [xD (G — A)(B — G ) 

dz ~ nC "^ /iG A(B — G) — G(B — A)sii2x' 

Pour mettre en évidence les pôles de la fonction doublement 
périodique du second membre, déterminons un argument con- 
stant ic vérifiant la relation 

A(B— G) 

comme A > B, la valeur de sn ic est purement imaginaire : on 
peut donc prendre, pour l'argument ic, une valeur purement ima- 
ginaire, et, par suite, pour c, une valeur réelle. Nous pourrons 
alors écrire 

d^__lxD [xD (G — A)rB — G) I 



d-z nC nC G(B — A) sn^ ic — sn^x 

D'après les relations élémentaires qui lient les fonctions sn, en, 
dn d'un même argument, on tire de (5) 

.. B (A-G) . .. D( A-G ) 

Extrayant les racines carrées et tenant compte de la valeur de n, 

on trouve 

[jlD (G — A)(B— G) 



i sn ic en ic dn ic = 



nC G(B — A) 



Il faudrait mettre un double signe devant le deuxième membre, 
mais, comme on peut changer le signe de ic sans que les relations 
antérieures soient changées, on peut toujours prendre le signe -h 

devant le second membre. L'équation qui donne ■-— s'écrit alors 



<6) 



dx 
d^ fjL D i sn ic en ic dn ic 



dz nC sn^tc — sn^x 



Cette expi'cssion est maintenant aisée à intégrer : il suffit pour 
cela de décomposer le second membre en éléments simples. Or, 
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nous avons établi, dans le n° 100, la formule 

2snacnaclna _, v r,, , S'(a) 
— = Z(m — a) — Z(M-+-a)-h2 

On a donc, en faisant a = ic, w = t, et désignant par À la 
constante réelle ^ — f' . » 

—^ ■"" ^ j •— I -^^-^— ^— ^ I — ^ • 

c^T ' 2 ll(i:c — t) 2 ll(fC-4-':; 

Intégrant et supposant les axes choisis de telle façon que 'v 
s^annule avec t, on a enfin 

Les trois angles 0, cp, ^ sont ainsi exprimés en fonction du 
temps, et Ton peut déterminer la position du corps à un instant 
quelconque. Les sinus et cosinus de ces trois angles s'expriment 
par des fonctions du temps qui sont ou uniformes ou racines 
carrées de fonctions uniformes. Mais il est très remarquable, 
comme Ta montré Jacobî, que les neuf cosinus a, P, y, a', P', y^ 
a", p", y'' sont des fonctions uniformes du temps. Ce résultat peut 
s'établir comme il suit. Les formules (4) donnent déjà y, y', y" 
en fonction uniforme de t. On en conclut 

ou, en remplaçant/?- et q- par leurs valeurs, 



D'après l'expression du module A- et les formules définissant 
sn-/c, cn^/c, dn-/c, on peut écrire 

j^ 

sinO = -; — ^v^sii^T — sii^/c. 
dnfc 

Mais on a obtenu la formule (n"" 100) 

e2(o) \{{a — u)\{{a^u^ 
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en y remplaçant a par t et m par ic, et remarquant que, par déii- 

j . e(o) e,(/c) ,T H,(o) 

tion, dnic = ^ , ^, . , et \l k = —r— r' O" trouve 

' e,(o) e(ic) ^ 61(0) 

H,(o) 



D'autre part, l'expression (^) donne 



donc 






T IC) 



ei(fc) e(T) 

e-i^ smO = — -^- - ' , , — ^ e-'AT. 

» 

A l'aide de ces expressions on forme facilement les valeurs des 
cosinus a, a', a", p, P', P", en fonctions du temps. Il suffit de 
partir des formules donnant ces cosinus en fonction des angles 
d'Euler et d'y remplacer ensuite les angles d'Euler par leurs va- 
leurs en fonction de t. 

Nous trouverons plus loin ces mêmes cosinus par une autre 
voie. 

Cas de dégénérescence. — La valeur du module est donnée par 

(A-B)(D-G) 



A2 



(B — C)(A-D) 



Ce module est nul quand A=:B, c'est-à-dire quand l'ellipsoïde 
d'inertie est de révolution. Les fonctions elliptiques deviennent 
alors des fonctions circulaires. 

Le module est égal à V unité quand D = B : dans ce cas les 
angles 8, cp, A et les neuf cosinus s'expriment comme il suit : la 

fonction 5=snT devient — ou — /tan^^T, et les fonctions cnT 

et duT se réduisent à v/i — 5- ou à —• En introduisant un ar- 

^ COSiT 

gument purement imaginaire ic défini par la relation (5), c'est- 
à-dire 

A(B-G) i B(A — G) 

lan^ c c(A-B)' C(>s2c G(A~B)' 



•J>00 CHAPITRE V. 

on remplacera la formule (6) par 



ch nC cos*c tangue — tang'tT 
qui donne, en intégrant et désignant parX la constante^ H-langc, 

, V / _ sin(c -^ 1*:^ 

9 = AT Log -T— r-^ • 

a sin(c — it; 

On déduit de là les expressions des neuf cosinus. 

129. Herpolhodie. — Dans la représentation du mouvement, 
d'après Polnsot, la polhodie est une courbe algébrique ; cherchons 
les équations de V lierpoUiodie ou lieu du pôle m sur le plan 
fixe (*). 

P2n appelant x, y, z les coordonnées du pôle m par rapport aux 

axes principaux d'inertie Ojryz, on a, puisque le rapport ^^r — est 
constant et égal à y/A ou [jl y/D, 

Comme/?, y, /• sont des fonctions elliptiques de /, il en est de 
même de JO,y, z. Les équations d'Euler, dans lesquelles on rem- 
place />, r/, /• par »ruLy/D, j'uiy/D, ^uy/D, donnent 

(lo) A-£- -^ ixs/D(C — B)yz= o, B ^ -4- ;jl/D(A — C)5:r r= o, .... 

Appelons P la projection du point O sur le plan fixe II, qui 
contient l'herpolhodie, et désignons par p et -/^ les coordonnées 
polaires d'un point /?i de la courbe rapportée au point P. Comme 

OP =. -'_., 

^^ 
on a les équations suivantes 

(il) •' 

^ ^ ' \ x'-^B y'^-^G z''=i, 

, A2^2 4-B2jr2-^C2^2= D, 



(') Voir Am'Ei.L, Mécanique, t. II, p. .ni et suivanles. 
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dont la première exprime que Om = Pm -î- OP , et dont les 
dernières sont les équations de la polhodie. Résolvant ces équa- 
tions par rapport à ^-, y'-^^ z^^ on a, en posant 



A=:(A-B)(B — C)(C — A) 



€t 



a = — 



(B-D)(C-D) 
BGD ' 



( G-D)(A -D) 



CAD 



c = — 



(A-D)(B-D) 



ABD 



(12) 



BG(G — B) 
A 



xz=z — ----- 



(p'-«), r*=- 
AB(B — A 



GA(A — G) 



-^(pî-^), 



z^ = 



-^(p2-c). 



Fi 



Mg. lô. 




Nous avons supposé A^>B>C et D compris entre Bet C; alors A 
est négatif, et l'on a a ]> o, 6^0, c<;o. Donc z- est essentielle- 
ment positif et ne s'annule jamais, ce qui est d'accord avec le fait 
que r ne s'annule jamais. Pour que x- et j'^ soient positifs, il faut 
que p2 — a soit positif et p^ — h négatif : p*-^ oscille donc entre a 
et b. Ainsi le rayon vecteur de l'herpolliodie oscille entre un mi- 
nimum \ja et un maximum \/6. En différentiant la première des 
équations (i i), on a 



rfp 



dx 



dy 



^ dt dl '^ dt dt 



ou, en tenant compte des équations (10). 



pg=îxv/D^j.^( 



B — G G — A A — B\ fxA/P^jK^^ 



B 



ABG 
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celte équation donne enfîn, en remplaçant x^ y^ z par leurs va- 
leurs (la), 

(i3) p J = iJLv/ï) v/-7p*- a)(p«"^Â)(7î':^), 

équation qui permettrait de retrouver p^ en fonction de t par une 
fonction elliptique; cette expression de p^ en fonction de ^ nous 
est déjà connue, puisque x^ y^ z sont des fonctions elliptiques 
de t. 

En appelant y l'angle polaire que fait le rayon Pm de Therpol- 
iiodie avec une direction fixe, on obtient ensuite l'équation 

ri4) p2g- = îx(p«-+-E), 

^ x: Al- 1 , , (A-D)(B — D)(C — D) , , . ,. 
ou b désigne la constante . ^^^ -•> c est-a-dire 

— y/ — afccD. 

Les deux relations (i3) et (i4) donnent p et y en fonction du 
temps. L'élimination de dt fournit l'équation différentielle de 
rherpolhodie 

rp2-f-E)rfp 



(i5) dy-. 



p/jj/— (p2-a)(p-'«— 6)(p2— c) 



qui donne y par une quadrature. 
Ceci posé, nous allons vérifier que 



pe^*^= pcosy-f-ipsiny, 

s'exprime en fonction uniforme du temps. On a d'abord immé- 
diatement p- en remplaçant, dans l'équation (12), 

y'-= ^^ (p'-^). 

y- par sa valeur en fonction du temps 



On trouve ainsi 



•^ ÎJL2D B(H-C; 



(D-G)(A-D) rA_B)(D-G) ^ 
^ CAD ABC ^' 
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OU bien 



en posant 



(A — B)(D- C), , , . 



(A-D)B 



(A — B)D 
Les relations 

j , /, , /, (A-B)(D-G) 

(B — G)(A — D) 

donnent ont' et dnt'. Rapprochons les trois résultats suivants 

B(A-D) , A(B — D) ^ , C(B-D) 

D(A-B)' ^ D(A-B)' ^ ^ D(B-G) 

Pour obtenir '^ nous partirons de l'égalité (i4) qui donne 
et, en remplaçant p^ par sa valeur en fonction de t et dt par —d'z 



n 



tH^t^ly^ (A -D)(B- D) I 

c?T /i /i D(A — B; sn^T'-sn^p 

Décomposons le second membre en éléments simples en nous 
servant de la formule 

2snpcnpdnp__ Q\v) H' jv — 'z) H'iv-^-z) 
sn«p— sn^T ~" ~ ^ e"(7y "^ H {v —z) "^ H(p -r-z)' 

Nous déduirons d'abord des valeurs de sn(^, cnt', dn(^ et ai la 
relation 

sn^.cn^.dn^.^^^[ ^ D(A-B) J ' 
et nous pourrons ensuite écrire 

puis 

dz n 0(p) H('t: — p) H('u-i-p; 
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On déduit de là 

V désignant une constante arbitraire. 
D'autre part, on a 

P =- ABC (sn«x--sn«.), 

ou, d'après une formule déjà rappelée, 

,___(A — B)(D — G) ej(o) H(t — p)H(t^p) 
P"~ ÂBG~ ''"Â-"' ~é2(i')BÎ(Ty 

On voit alors que o^e-'X est le carré d'une fonction uniforme el 
Ton obtient 

e(x) 

en posant 

,,,^ (A-B)(D-G) eUo) _ k^n^ e»(o) 

ABC X-e2(p) Djji* A:e«(p)' 

la quantité \/k B(o) est égale à H'(o), comme il résulte de ce que 
la limite de est i pour u = o : on a donc 

in H'(o) 



N 



iVô ^(^) 



de sorte que, en définitive, riierpolhodie est définie par l'équa- 
tion 

En se reportant aux valeurs de sn^ç;, cn-p», dn^ç; en fonction 
des données, on voit que l'on a 

i<sn2p< _L. 

D'après cela v — K est [>urement imaginaire. Cette remarque 

nous conduit à poser 

p — K = a, 
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et à remplacer ç' par cette valeur dans Téqualion de l'herpolhodîe. 
Cette équatioQ devient 

a est purement imaginaire et X est réel, v est une constante arbi- 
traire réelle. 

130. Vitesses de rotation autour des axes fixes. — Un point m 
de rherpolhoïde et l'extrémité to de la rotation instantanée sont 
en ligne droite avec le point fixe O et Ton a vu qu'on a 

oi = Om^h, où v^/i = [jiv/D| 

Si donc, on appelle /?i et Çi les projections de la vitesse angu- 
laire sur les axes fixes O^i, Oyi, on aura 



ou bien 






C'est à un changement de notation près la formule donnée par 
M. Hermite {Sur quelques applications des fonctions ellip- 
tiques ^ p. 35). L'argument to qui figure dans la formule de 
M. Hermite et l'argument a employé ici sont liés par la relation 

131. Les neuf cosinus déduits de l'équation de l'herpoUiodie. 
— Comme on l'a déjà remarqué (n° 128), A/?, B^, Cr sont les 
projections du segment 0<t = /=D[jl sur les axes mobiles. On a 
donc 



A 



P _ ^9 _ ^^ 

7~ ..' ^^^ "77'/" 



= --:- = D 



d'où 



ï ï ï 



[^> 



Y = p cnT, 



p . / A(D-C) 
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Nous allons d'abord exprimer P, Q et R en fonction de l'argu- 
ment i^ qui figure dans l'équation de l'herpolliodie. On a 

^,_ B(A- D) rA-B)(D- C) , 

^ - D(A — B) ^ (B-G)(A-D) -'^ ^" *' 

puis l'identité 

P» cn»T -+- Q» sn«x -i- R» dn^T = i , 

où Ton lait successivement cn^T= o et dn^T = o, fait connaître R 
etP; on trouve ainsi 

ik , j , dn p , 

ou bien 

. h,(p)H,(t ) , _ H(p)H(t) e^( (;)e,(T) 

^ ' e(P)e(T) ' "^ e(p)e(T)' ^ e(p)e(T)' 

et, en pensant 

V — K = a, 

de sorte que (n° 129) a est purement imaginaire 

^ . H(a)H,('u) ,^ Hi(a)H(T) ,^ e(a)ei(T) 

^ *ei(a)e(T)' "^ ei(a)e(T)' "^ eiCaoeCx)* 

Pour calculer les autres cosinus nous prendrons comme in- 
connues 

a-f-f-p, a'-+-tp', a"-f-i;5". 

Entre ces inconnues, on a les équations linéaires 

(a-f.,-3)Y-f-(a'-i-.-p')Y'H-(a''-.-?'')Y''=o, 

des deux premières, on déduit 

"p — I 

H • t 

» ' y- -- £ 

et, en portant ces valeurs dans la dernière équation, 
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SI Ton lient compte des égalités 

A/>=r:/Y, Bq^^lY. Cr=^lY, 

l 
D 

on peut écrire cette équation 



Y/?-t-y'^-+-yV= jx^ n' 



(a 



,r v'(B-x)-' ^v'(i-â)] ^ 

* P ) |_ ^ -, j = i>i -t- '? 1 . 



Il reste à exprimer en fonction de a les quantités 



ih-k) 



,ii_^i, „•_.■ 



on peut le faire en se servant des relations suivantes 



V D A QR . .snfdnc 






^/i-i 



• • 



P cnp 



^ ^ . H(p)e,(i^) ^ _ . nt(a)e(a) 
"^'H,(P)e(o 'n(a)e,(a)' 



on a ainsi 



/i _ i\ _ . Hi(a)e(a) 
VD à/ ""^H(a)e,(a)' 

VC ]y~ "*Hi(a)e(a)' 

H,(^)e(a)n,CT:)e(T)-+-H(a)ei(a)H(T)e,fT) 



= — n 



ei'(a)eH':)-4-H«(a)Hî(T) 



Si l'on divise les deux termes de cette fraction par B^(a)S^('z) 
et si l'on y introduit les fonctions sn, en, dn, elle devient, à un 
facteur constant près, égale à cn(T — a) : sa valeur exacte est 



e(o)Hi(o)Hi(T-r7) 

"^ eî(o)e(x — a) 
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et l'égalité qui définit a -+- / ^ peut s'écrire 

, .Q e(o)H,(o)n,(T-rz) . H'(o) H,(x — a) .,. , 

En supprimant les facteurs communs, et remarquant que 

H'(o) Hi(o) j ' 1 I i ^ /T n 

■~-T et ^ / V sont deux quantités égales a uk. on a enfin 

(o) 0i(o) ^ D V J 

et Ton en déduit a' -4- i^', a."^ip". 

Réunissons les valeurs des neuf cosinus 



ï' = 



ei(a)e(T) *^ ei(a)e(x) 



^ ei(aje(T) 



Hi(o)H(T--a) ,,^,, 

^ e,(a)e(T) 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE V. 



I. Lignes géodésiques de la caténoïde (surface engendrée par la révolu- 
tion d'une chaînelle autour de sa base). 

L'axe de révolution étant pris pour axe 0^ et r désignant le rayon d'un 
parallèle on a, pour l'équation de la surface, 



/•=?U" 



J). 



On trouve que la projection des lignes géodésiques sur le plan des xy 
a pour équation en coordonnées polaires 






b désignant une constante arbitraire et l'angle étant compté à partir de 
la direction asymptotique. 
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I** Soit 6 > a. En posant 

b 

- = M, 

/• 

on a 

o=r ^^ — k=i. 

Donc 

M =z snO, r = 



sn6 



Telle est l'équation de la courbe. 
2® Soit ^ < a. En posant 



on a 



Donc 



a 




rfp 


k-t 


y/(l_(;2)(l_-^2t;2) 


a 


a 
.-sn^^, r- ^. 

sn-7 
a: 





3° Si 6 = a, on est dans un cas de dégénérescence, k = i : 

e6+e-6(i) 



r — a 



'0 — P-^ 



2. Les neuf cosinus qui servent à définir la position relative de deux 
trièdres trirectangles peuvent s'exprimer en fonction de trois paramètres a, 
w, \ au moyen des formules suivantes 

^ 'ei(a)e,(M)' ^ P e,(a)ei(w) 

Hi(a)Ht(a) ^.. .«._ e(o)e(a-a) , 

^ ei(a)ei(M)' "^ ^ " ei(a)e,(w) 

__ e(a)e(^) «"-4-13^= Hi(o)Hi(^-a) 

^ " ei(a)ei(w)' ^ P ei(a)ei(w) 

dans lesquelles on suppose i^ et X réels et a purement imaginaire. 
Il suffît de vérifier 

Y(a-htp) -hY'(a'-^^P') -i- f (a^-h ip') =0, 
(a -h ip)(a - l'P) H- (a' -H iP')(a'— i^') -H (a" -h ip'')(a''- tp") = 2. 



(») Greenhill, Fonctions elliptiques, p. i38. 

A. ET L. i4 
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Cela résulte des identités suivantes 

eî(a)eî(iO — Hî(a)HÎ(tt).-=e«(a)e»(a) — H*(a)H*(M), 
• » 

H,(o)Hi(w — a)ei(a)ei(a) — ei(o)ei(a — a)Hi(a)Hi(M) 

= e(o)e(tt — a)H(a)H(a), 
e}(o) ei(u — a) ei(w-4-a) = e»(a) e«(a)-4-Hî(a)H}(a), 
e»(o) e(w — a) e(w-T-a)==e}(a)eî(w) — HÎ(a)Hî(M), 
Hî(o)Hi(a — rt)Hi(M-T-a) = eî(rt)eî(a)— e«(a) e«(M), 

et d'une autre identité qui se déduit de la première de celles-ci en y rem- 
plaçant a par o et m par u — a. 

3. Vérifier que les valeurs précédentes des neuf cosinus satisfont aux 
relations 

(«'- ip')(a'+ tp') = - t'y' -H »Y, 
(a"-.-p')(a-4-.-p) =_y'y^*Y, 
(a-,-p)(a'-^,-p')=- Yf +tY, 

équivalentes au système suivant 

a'a'^-H p'p''-+- y'y' = 0, Y = ^^'P"— ?'«"» 

«"a-f- p'p-r- y'y = o, y'=«''P — P'a. 

aa'-+- pp' -+- yy' =0» y" = *P' — ?«'• 

(D'après cela les deux trièdres dont la position relative est définie à 
Taidc de ces cosinus ont même disposition.) 



CHAPITRE VI. 

FONCTION p A PÉRIODES IMAGINAIRES CONJUGUÉES. 

DISCRIMINANT NÉGATIF. 



I. — Le discriminant est négatif. Valeurs réelles de pw et de p'w. 

132. Objet de ce paragraphe. — Supposons qu'on ait pris pour 
périodes primitives d'une fonction pu les quantités imaginaires 
conjuguées 

(1)2 désignant une quantité réelle et Wg une quantité purement 
imaginaire ; nous allons montrer que les invariants sont réels, que 
la valeur de la fonction est réelle quand l'argument est réel ou 
purement imaginaire et nous en déduirons que le discriminant 
^2 — ^7^3 ^st négatif. 

133. Les invariants sont réels. — Les invariants sont donnés 
par les égalités 

jr^ —."V' l _L — V' 1 

6o^^~" ^ (amcoi-H 2/IW3)*' 140*^^""-^ (2 /n 0)1 -H 2/1 103)6* 

Comme les quantités 

2 //l(i>i -h 2 Al (O3, 2ma>3-i- 2n(i>i 

sont imaginaires conjuguées, on peut, dans chacune des séries 
précédentes, associer deux à deux les termes de façon que leur 
somme soit réelle. Donc les invariants g2 et g^ sont réels. 

134. Arguments réels, purement imaginaires, imaginaires con- 
jugués. — Arguments réels. — De même dans la série 



« 


m2 


^L(" 


— w)2 « 


w 


— 


2/na>iH- in 


W3, 


m ï 


— 


0, _Li, ±2, 


±3, H-... 


w 


2^^ 


exclus. 
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si l'on suppose u réel, on peut associer deux à deux les termes de 
façon que leur somme soit réelle. Donc, pour un argument réel, 
la valeur de la fonction pu est réelle. 
On voit de même que la dérivée 

est réelle quand u est réel; elle garde un signe constant quand u 
varie de o à 0)2, puisqu'elle ne devient ni nulle ni infinie dans cet 
intervalle, et comme elle est négative pour u positif et très petit, 
elle est constamment négative quand u varie de o à o>2; J3<^ va 
constamment en décroissant depuis +00 jusqu'à pwa* 

Argument purement imaginaire. — Pour voir si la fonction 
p{iu) est réelle quand u est réel, remarquons que l'on change 
seulement le signe de la fonction pu quand on multiplie par i 
l'argument et les deux périodes. On a donc 

j)(m|a>i, 0)3) = — p(tt| ta>,, twa), 
OÙ 

ta>i = 1 * , ta>3 = ? .! 

2 2t 2 2t 

puis, comme on peut toujours changer le signe d'une période, 

Pour la fonction du second membre les deux périodes sont ima- 
ginaires conjuguées. Si donc u est réel on est ramené au cas 
déjà étudié. 

En prenant les dérivées des deux membres de la relation que 
nous venons d'obtenir, on trouve 

ip'{iu\o)i, wa) = — p'(w| tw,, — iWa). 

Les deux égalités précédentes montrent que si u est réel 
p(^iu\iOi, 103) est réel et p'(m |ii>|, (03) purement imaginaire. 

Ces égalités peuvent s'écrire, en mettant en évidence les inva- 
riants g2 et g3 au lieu des périodes to^ et tog, 

P{i^l ^2, ^3) = — p(w; ^2, —^3), 
ip'iiu; ^2, ^3) = — p'("; ^2) —^3); 
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ces formules résultent de ce que, si l'on remplace 
par 

dans les séries qui donnent g^ et ^3, g^ ne change pas et gz se 
reproduit multiplié par — i . 

Arguments imaginaires conjugués. — A deux valeurs u et Uq 
imaginaires conjuguées de l'argument correspondent, pour la fonc- 
tion, deux valeurs knaginaires conjuguées. En effet, on a 

Il s'agit de montrer que, si Ton change i en — i dans l'expression 
de pwoî cette expression se change en pu. 

Si l'on change i en — i dans la deuxième série on trouve, en dé- 
signant par {Vq la quantité imaginaire conjuguée de fv, 



u^'^ 2d L(w-«'o)* wiy 



il reste donc à vérifier que l'on a 

cela résulte de ce que la quantité imaginaire conjuguée de 

W = 2m (01-4-2/10)3 

est la quantité 

et que, dans chacune des sommes précédentes, //i et /i prennent 
toutes les valeurs entières (pp = o exclus). On peut donc passer de 
la valeur de pt^ à la valeur de pwo en changeant i en — i\ ces deux 
valeurs sont imaginaires conjuguées. C'est ce que nous voulions 
vérifier. 

135. Parmi les racines ei, e^, e^, l'une e^ est réelle et les deux 
autres imaginaires conjuguées. Le discriminant est négatif. — Nous 
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formule 



u =zr: V -i-a/na>i-h 2/10)3, 

m et n étant des nombres entiers. 

On conclut de là que, si un argument u rend réelles la fonc- 
tion p 2/ et sa dérivée p' u, on peut toujours, en ajoutant des pé- 
riodes, le ramener à être réel et compris entre — w 2 et H- 0)2. 

II. — Expression des périodes par des intégrales définies de la forme 

NORMALE DE LeGENDRB, DANS LE CAS DU DISCRIMINANT NÉGATIF. 

137. Expression des périodes en fonction des invariants. — Les 
périodes étant, comme plus haut, définies par les égalités 

2a>i = a>i — 10',, 2 (i>3 = (Oj -h u)', , 

on a vu que, si u croît de o à (02, pu décroît constamment de -h 00 
à ^2. L'équation différentielle à laquelle satisfait la fonction x = pu 
étant mise sous la forme 

, dop 

du = , 

on obtient, en faisant croître u de o à 0)2, l'égalité 

r* dx 

W2= / . = 

qui donne l'expression de Wg en fonction de ^2 et de g^. 

Pour avoir l'expression correspondante de ^ remarquons que 
si Ton remplace les périodes li^^^ et 20)3 par les suivantes 



2K0i= —^ H- KO2, 


— liiùi — 


0,2 

• 


ta)2, 


il faut remplacer 








^2, gt, 

par 


gZy «2 







— y ^2> — gZy —62. 



L'égalité précédente devient, par ce changement, 
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Cl)' 

138. Les intégrales donnant les valeurs de coj et -4 ramenées à 

la forme canonique de Legendre. — L^intégrale qui donne la va- 
leur de (02 peut s'écrire 

/•* dx 

0),= / — ^=- 

Faisons le changement de variable 

l'intégrale devient 

/*" dz 



U>2 



^{z^-^r es— ei)(^»-i- et— e^) 



Les quantités e^ — e\ et e^ — ^3 sont imaginaires conjuguées. Po- 
sons 

e^ — 63= p(cos<}/ -h isiin|^) p > o, 

gj — ei = ^{cos^ — tsinij;) o < ij' < i^. 

Ayant pris p positif, nous pouvons choisir if entre o et tt, 
puisque €{ désigne la racine imaginaire pour laquelle le coefficient 
de i est positif. Le polynôme bicarré qui se trouve sous le radical 
peut alors s'écrire 

il» 

de sorte qu'en posant 

z = ti/û. sin* -î- = A:?, 
on a 

(1)2 v/p = 






le coefficient différentiel de la nouvelle intégrale ne fait que 
changer de signe quand on pose 



I 



et que l'on néglige ensuite l'accent. On en déduit 

dt 






v/(«2^t)2— 4A:fi2 
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puis 












t/-'(T^)" 

et il n'y a plus qu'à poser 



2/ O 

r = sino ou / = tang-> 

1 -h <* ^ ° 2 

pour obtenir l'égalité 

dans laquelle l'intégrale est de la forme normale de Legendre 
{voir n** iil). 

Transformons de même l'intégrale 



a>; _ r^* dx _ r 



dx 



e, .- o* c. ^«e. a^(a:-he,)(arH-c,)(ar-i-tf,) 

En faisant le changement de variable 

X = — ej-+- -3*, 



il vient 






puis, en introduisant, comme dans ce qui précède, le module et 
l'argument des quantités imaginaires conjuguées Cs — ea, e^ — e^, 



lo; /•- dz 




Posons 



nous trouverons 



z = ti/o, cos* - = k'}, 

' 2 



t J, »/(<«+ 1)'- 4*',' <» 
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et, en tenant compte de Tégalité 



/* dt^ n d^ 

/(i2^i)i_4^;«ii-/ /, - k\^ si 



sin'ç 



nous obtenons pour -4 une expression de la forme cherchée. 
Réunissons les deux formules qui viennent d'être démontrées 



2E 



^W9=l » A:î = sin*-, 



îîî^v/-p= r ^ ^? . ;ti« = cos.t 

p et <j^ étant définis par les égalités 

e, — ^3= p(cos4'-f- tsint}^), p > o, 
ej— ei= p(cosiJ/ — tsinij;), o < ij' < i^. 

Ces dernières intégrales, dans lesquelles on fait 

sincp = z, 

prennent la forme des intégrales qui donnent K et K' dans le 
n« 108. 



139. Variation du rapport -^- — Des égalités précédentes on 
déduit 



Wj 



7C 



r^ d^ 



wi 25 



1 v/i-A:',*si 



sin'cp 



et l'on voit que le rapport —^ augmente constamment quand k\ 

U) a 

croît de o à i, car le numérateur augmente et le dénominateur 
diminue. Ce rapport est égal à zéro pour k\ = o, il est égal à -i-oo 
pour k'^^ = l'y il passe donc une fois et une fois seulement par une 
valeur positive donnée quand A'J croît de o à i . 

On peut alors vérifier, en se servant des, seules intégrales ci- 
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dessus, que, si les valeurs de co^ et de -^ sont données, chacune 

des racines ej, e2, e^ a une valeur unique. En efiet —r ayant une 

valeur positive donnée, k^^ a une valeur unique comprise entre o 
et I ; ÂTf étant ainsi déterminé, Tégalité qui définit (O2, par exemple, 

montre que y/p a une valeur unique, le radical étant pris avec le 
signe +. Pour passer de là aux valeurs de Ct, ^2? ^3 remarquons 
que costj^ et sintj^, définis par 

sont déterminés sans ambiguïté. Alors les égalités 

Si-h ei-he3 = o, Cl — e^= p(cos4; -f- isin^^), 

Ci — ei = p(cos4' — t sîik}') 

déterminent une valeur unique pour chacune des racines ej, 62, ^3. 



ni. — Retour a la fonction p a discriminant positif. Expressions 

DES périodes sous LA FORME CANONIQUE DE LeGENDRE. 

140. Les intégrales qui définissent les périodes ramenées à la 
forme canonique de Legendre. — Nous allons ramener à la forme 

canonique de Legendre les intégrales qui définissent w et — > 

dans le cas où et, ^2, ^3 sont réelles. {Voir n°* 53 et o4). 
On a d'abord 



_ r^" dx _ r^^ dx^ 

tA yj^x^ — gix — g:^ J i>J {x — e^){x — ei){x — ez) 



Dans cette intégrale, faisons le changement de variable 

^2 ig'^dz 

X = ez-\-^y dx — ^— — > 

z^ z^ 

g étant une constante indéterminée; l'élément de l'intégrale 

devient 

—dz 

V(-^-')(-^^-)' 

Dans le produit qui figure sous le radical le premier facteur se 
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réduira à i — z^, si nous posons 

gt=ei—e3, 

et le second facteur deviendra alors (i — k^z'^) en posant 

ei — ez' 

k^ est un nombre positif et plus petit que un : le coefficient dif- 
férentiel a donc la forme cherchée. En mettant maintenant les 
nouvelles limites de l'intégrale, nous trouvons 

dx 



i /(' 



z^){\ — k^z^) 



ce qui est la forme cherchée. 

Transformons de même l'intégrale 



ù^ _ z*-^' dx _ r'^" dx , 



en faisant le changement de variable 



x2 "^ îî3 



l'élément de l'intégrale devient 

— dz 



v/(-'- 



../,.-- f^-)(.-^'^- 



sous le radical, le second facteur devient égal à i — z^ û nous 
posons 



et le premier facteur devient alors i — k^^z^ en posant 

61—63 

k'^ est positif et plus petit que i . Nous avons donc 

0) /• dz 






z^){i — k'^z') 
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Réunissons les deux résultats précédents, en faisant dans les 
intégrales le changement de variable z = sinf , nous avons 







1C 



n«<p 



— f^ ^? 



gr=.sJ7^=Tt, kt=?^zi^, j^t^îinîi, ;t«-*-^«=i. 

Cl — «8 «1 — «J 

On nomme g le multiplicateur^ /: est le module, k^ le module 
complémentaire . 

141. Variation du rapport -;— • — Considérons, maintenant, le 
rapport 









X V^i— -A:*sin* 



? 



En raisonnant comme au n° 139 on reconnaît que, si A"^ croît de o 

à î, le rapport -:— décroît constamment de -f-oo à o. 

D'après cela, on peut encore vérifier qu'il n'y a qu'un seul 
système de valeurs de k^ et de g pour lequel les intégrales w 

et -r prennent des valeurs données, si l'on suppose g positif et k^ 

pris entre o et i. En effet, le rapport -r— ayant une valeur donnée, 

il n'y a pour k^ qu'une seule valeur comprise entre o et i ; A"* étant 
déterminé, l'égalité qui donne la valeur de ^w, par exemple, 
donnera pour g une valeur unique. 

Les quantités k^ et g étant déterminées, on a immédiatement 



^1 — ^3> ^î — ^3' 



La somme de ces quantités donne — 3^3, puis des différences 
connues Ci — 63, 62 — e^ on déduit et et e^» 
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IV. — Cas du discriminant négatif. Application géométrique. 

142. Étude de la courbe x = pu^y = p'Ufy^ = ^x^ — gt^ — gz- — 
Nous insisterons seulement sur les différences que le cas de A<;o 
présente avec le cas déjà étudié de A > o. 

Si j; et y sont tous deux réels, on peut toujours, en ajoutant 
•des périodes, ramener l'argument à être réel et compris entre 
— (O2 et H- (O2 (n° 136). Quand on change «/en — u^ x ne change 
pas, y change de signe; la courbe est donc symétrique par rap- 
port à Ox et il suffit de faire varier «/ de o à a>2. 

Quand u croît de o à (O2, y est négatif, x décroît constamment 
de -i- 00 à ^2. La tangente au point situé sur O^ est parallèle 
à Oy\ la direction asymptotique est celle de Oy. On a donc la 
forme de courbe indiquée par {difig. 19. 

Fig. 19. 




La courbe n'a pas de points en dehors de la branche infinie, 
comme cela se présentait dans le cas du discriminant positif. 

Tangentes parallèles à Ox, — Les points où la tangente est 
parallèle kOx sont donnés par l'équation 

p''{u) = 6372 — _ ^j = o, X = pu, 
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Quand g2 6st négatif, il n'y a pas de points où la tangente soit 
parallèle kOx, 

Quand g2 est positif, les deux valeurs de x qui annulent p'i 
sont réelles; mais pour qu'à une valeur réelle de x corresponde 
une valeur réelle dey, il faut que Ton ait 

x>et. 

Nous avons donc à chercher, en supposant g2'>Oj combien 
l'équation 

1/ u = (jx^ fft= o 

1 

a de racines plus grandes que 62 et nous sommes ainsi conduits à 
substituer €2 à la place de x dans le poljnome entier en x qui 
donne la valeur de p" u» 

Ce polynôme se présente sous une forme plus commode, si l'on 
dérive par rapport à u les deux membres de l'identité 

p'»M = 4(^— ^l)(^ — Ct)(x — 63), Xz=pU, 

On trouve, après avoir supprimé le facteur commun jd'm, 

" p" u = ( X — ei)(x — 63) -h (x — ei)(x — e^) -h (a? — ei){x — ej), 

et la valeur du poljnome pour x ^== €2 est 

{e2—ei){e2—e3); 

comme les deux facteurs €2 — ^1, ^2 — ^3 sont imaginaires con- 
jugués, le résultat de la substitution est positif. Donc ^2 est supé- 
rieur à la plus grande racine ou inférieur à la plus petite, et comme 
ces deux racines sont de signes contraires, c'est le pi*emier cas 
qui se présente quand 62 est positif et le second quand e2\est né- 
gatif. Le signe de 62 est le même que celui de g^ puisque' l'on ^ 

gz= eiCzez, 

En définitive, pour qu'il existe sur la courbe des points oii la 
tangente est parallèle à Ox, il faut et il suffît que l'on ait 



^2>0, ^3<0. 



V 
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Dans le cas contraire la courbe présente la forme de \di Jig, 19. 

Tangentes menées d'un point P. — Si le point P a pour pa- 
ramètre t^, les points de contact ont pour paramètres 

2 2 2 '2 

Comme v est réel et que tù^ et (O3 sont imaginaires conjugués, 
Uq et Ma sont réels, u^ et Uz imaginaires conjugués. 

Ainsi, par un point de la courbe, on ne peut mener que deux 
tangentes réelles à la courbe. 

V. — Discriminant négatif; application au mouvement d'un projectile 

DANS UN milieu DONT LA RÉSISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE 
LA VITESSE (*). 

143. Équations différentielles et intégrales premières. — Pre- 
nons pour origine O la position initiale du projectile, pour direc- 
tion de l'axe des x^ la direction de la vitesse initiale, pour axe 
des y la verticale descendante. Soit a l'angle de Ox avec l'hori- 
zontale, a étant regardé comme positif quand Ox est au-dessus 

de l'horizon : l'anfirle des axes est alors — h a. La résistance de 

l'air est une force dirigée en sens inverse de la vitesse, et égale à 
cv^, V désignant la vitesse, et c une constante. 

En désignant par :r ely les coordonnées du mobile, et par s 
l'arc décrit sur la trajectoire à partir d'une origine fixe, la force 
due à la résistance du milieu a pour projections sur les axes 
Ox, Oy 

/ds\^dx _ /dsy dy 

^^\di) dl' ~^\di) "S' 

ou bien 

fdsy dx _ (ds_y dy 

'^'^\dt) Tt' ^\dt) Tt' 

et les équations du mouvement sont 

d^x /dsY ^^ 

(^) di^=-^'[di) -di' 

d^Y / ds\^ dy 



\ 



(«) Voir Greenhill, Fonctions elliptiques^ traduction de Griess, p. 875. 
A. ET L. i5 
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Éliminons entre les équations (i) et (2) les termes qui pro- 
viennent de la résistance*, il vient 

dx d^y dy d^x _ dx 
dt IF ^ di 'dti ~~^di' 

d'Y 
ou bien, en posant jji = ~- , 

^^^ dt dt ^• 

D'autre part, en remplaçant, dans Féquation (1), ds par sa va- 
leur tirée de 

ds^=dy^ — idy dxsmoL-^- dx^, 

nous trouvons 

d'^x 



/dx\^ 
^"^['dij (f^*— 2fxsina-f-i), 



dt^ 

puis, en tenant compte de l'équation (3), 

^ / dx\-^ d^x , , . . d[L 

Les deux membres de l'équation (4) sont les dérivées de fonc- 
tions qui s'obtiennent immédiatement. Intégrons de o à ^, il vient 

en remarquant que, d'après le choix des axes, [Ji = o pour ^ = o. 
Nous supposerons la vitesse initiale très grande, et nous néglige- 

rons le terme - ( ^ ) de sorte que, en posant - = {v^ et 

P = [jl3 — 3fJi2 sina + 3 (Ji, 
on a 

dx _JL 

(5) f^-P'- 

L'équation (3) donne alors 

^dt = ^'^du., 
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et, en intégrant, 

D'autre part, en remarquant que l'équation (3) peut s'écrire 

d^i (dxy _ 
dx\dt) ~^' 

et en y remplaçant -i- par sa valeur tirée de (5), on trouve 



^ ^ = P" 3 Û?U., 



UIS 

g 



w 



dy = \kP'^ diL, 



et enfin, en intégrant, 



^^ *^o (fx3— 3fx«sina-+-3fx)3 

(8) A.y^f\ru^=r ^-^ ^. 

"^o •^o (fx3— 3{x«sina-t-3fx)3 

Les équations (7) et (8) définissent la trajectoire au moyen de 
la variable auxiliaire [Ji et l'équation (6) donne la valeur de t pour 
chaque position du mobile. On voit de suite que le polynôme 

P = jx(p2--3{AsinaH-3) 

n'a d'autres racines réelles que zéro, et l'on en conclut aisément 
que, quand [Ji croît de o à +00, ^ et j^ deviennent infinis, et x 
tend vers une limite : nous désignerons cette limite par a. Il est, 
en outre, facile de voir que la vitesse tend vers une valeur limite 
et que iv est la valeur de cette limite. En effet, l'équation (5) 
montre que, pour [ji = 00, on a 

,. dx 
w = lim u. -77 , 
' dt 

et l'égalité 
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montre ensuite que, jx -^ ayant une limite, -j- a une limite qui est 

la même. 

Ainsi, la trajectoire admet une asymptote verticale, la droite 
x = ay et lorsque le mobile descend indéfîniment sur la branche 
de courbe asymptote à cette droite, la vitesse tend vers une 
valeur limite w. 

14i. Intégration par les fonctions elliptiques. — On peut ra- 

mener l'intégrale qui donne la valeur de ^ (équation 7) à une 

intégrale elliptique ayant la forme canonique de M. Weierstrass. 
Pour cela, faisons la substitution 

1 

w*P* , ^ u' — 3 usina + 3 

z = f z^=ni^' ■ — 9 

fx p.* 

m étant un facteur constant arbitraire. Nous pourrons déterminer 
gz de façon que, dans l'expression 

(4»i6 — ^3)[x* — i2/?i*{jLsina -i-12/n* 
4«'-^3 = j^;^ y 

le trinôme du second degré en [Ji soit carré parfait; il suffit de 

poser 

4 m^ — ^3 = 3 m^ sin2 a, 
d'où 

^3 = /n6(4 — 3 sin2a). 

Il vient alors 

/ , /T^i — usina 

V43^ — ^3 = ^W^ 77 ' 

et, en différentiant, 

v/4 -^ - ^3 ~ ^' 

Celte équation peut s'écrire 

dz m^ \/3 d\i. _ dix. _ i dx ^ 



en prenant m^ = l, on a donc, en définitive, 
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On en conclut 

(9) ^=p(fT'^'^»)' 

puis, d'après l'expression de dz, 

\w^ / 3 fx 

Quand x est égal à l'abscisse a de l'asymptote verticale, ijl = oo, on a 
et, par suite, 

D'après cette dernière équation, on a 



1 






r^'/^^\ W(^^\ W(^^\ W(^^\ 

et en intégrant 

C'est l'équation de la trajectoire. 

crivons u et v au lieu de ^ et de ^> l'équation prend la 
forme 



(II) 



ë^y r" 6p*Pû?a 



w» 



/6p*paa 



et nous allons pouvoir l'intégrer en appliquant la règle du n° 50. 
Pour rendre le dénominateur rationnel, multiplions par pV+p'a 
les deux^ termes de la fraction sous le signe somme et tenons 
compte de ce que, g2 étant nul, on a 

= ^(pi^'-pu){zpv — pu)(t^pv — pu)j 

£ et e* étant les racines cubiques imaginaires de l'unité 

— I H- t/3 , — 1 — i^3 
e = > e* = • 
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En opérant la décomposition en fractions simples, on a 

p'ç — p'u 4(p3p — p3w) 

/ _ I p'i>-+-p'u , i p'ç^p'u 1 p'ç-hp'u 

(12) ( = h -E H 6' . 

* 2 pv — pw 2 epv — pa 2 e^pt' — pu 

^i p'v^p'u ^ i ^ p'(zu)-hp'u ^ i ^^ p'(t^v)-^p'u ^ 
2 pv — pu 2 p(ev)— pa 2 p{t*ç) — pu ' 

car si dans la formule d^homogënéilé 

p(^; f^^^2, f^^^3J = p*p("; ^1,^3), 

on fait ^2=0 et [jL = e puis ui^s^, et si Ton remarque que - =e^, 

on trouve 

p(a6»; o, gi) = e»p(a; o, ^3), 

P(uz; 0, ^3) = Êp(w; o, ^3), 
puis, en prenant les dérivées 

p'(we«; o, ^3) = p'("; o> ^3), 
p'(ae; o, ^3) = p'(w; o, ^3). 

Des équations (i i) et (12), on conclut 

W^ Jq V^ pi^ — pU 2 pZi^ — pU 2 pZ^V — pu/ 

Mais, si dans la formule d'addition pour ^11 [n° 44, éq. (65)], 
on change i^ en — ç, il vient 

- — = t(u — v) — tu-^tv, 

1 pu — pv 

Dans cette égalité changeons \> entv puis en e^ç» et remarquons 
que, d'après la formule d'homogénéité (n° 36), Ç(ei^) = s^îÇt^ et 
tj(£2(;) = eJ^ç;^ uous obtcuons 

I p'w-l-p'£P \ y ^y 



2 pU — pZ\^ 

I p'u-\-p't^v 



= ^a — £2p)— ^M-heÇp. 



2 p a — p^^v 
D'après cela l'équation (i3) peut s'écrire, en tenant compte de 
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ce que i + e + e^ est nul, 

et ron obtient enfin 

L'expression du temps ^ se trouve au moyen de l'équation (6) 
qui donne, par un calcul analogue, 

^ Jo P^ — P^ 

^ rhp'u-^p'. ^l_^^p'tç^p'u _^1_^P\^V-^P'U\ 

Jo V^ P^ — pw 2 pzv — pu 2 pe^v — pa/ 

d'où 

— = — Log — ^^ — s' Log — ^--; — e Log -^-—-z • 



145. Développement de j^ et de « en séries entières ordonnées 
suivant les puissances de w = ^ — • — Lorsqu'on se propose de dé- 
velopper ^ et ^ suivant les puissances entières de m, il est 
commode d'employer la fonction 

qui est égale à i pour a = o. Il vient alors 



w 



2 = — Logi^M, p)— sLogiKM, ep) — eSLogi^a, e«p). 



— = — Log iJ^(m, p) — e^Log il;(a, ep) — sLog ^{u, £*p). 

Prenons les dérivées logarithmiques et développons suivant les 
puissances de u par la formule de Taylor : 
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en intégrant de nouveau, on obtient 

(i8) Log^{u, p)=— ^^ppH-^p'p— ^p'p-H.... 

Donc, en remarquant que g2= o et ptv = epv 

(19) Log^{u,tv) =— ^epp -i-|yp'p— ||-e«p'p..., 

(20) Log4;(M, Etp)=— ^etp(,-|-|ypV— ^ep'p.... 

On en conclut 

Dans ces formules, on doit poser 

w=^» ^j=o, ^3= ^(4 — 3sin«a), 
P^ = l' p'p = |Sina, p''p=|, p"'v=-siiia, 



• • • • 



Le discriminant étant négatif, les périodes de p s'expriment à 
Taide des formules des n°^ 137 et suivants. 

Les dérivées p'V, p"' ^^ ... se calculent par voie récurrente, en 
dérivant un nombre quelconque de fois la relation 

(p'M)2=4p3j^ — ^3 

et faisant ensuite u= ^. 
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INTÉGRALES ELLIPTIQUES. RÉDUCTION A LA FORME NORMALE 
DE LEGENDRE ET DE JACOBI. INVERSION. 



I. — Intégrales elliptiques. 

146. Exemple élémentaire de la méthode employée pour cal- 
culer les intégrales elliptiques. — On démontre, dans les éléments 
du Calcul intégral, que l'intégrale d'une fonction rationnelle de x 

et de la racine carrée d'un trinôme du second degré ^ax^-^-ibx-k-c 
peut être ramenée, par un changement de variable, à l'intégrale 
d'une fonction rationnelle ou à l'intégrale d'une fonction trigono- 
métrique. 

Plaçons-nous à ce dernier point de vue, pour rattacher à des 
notions élémentaires le problème que nous traitons dans ce 
Chapitre. Soit 



(0 y^R(^,7) 



dx 



une intégrale où R(^, y) désigne une fonction rationnelle de x 
et j', y étant lié à x par l'équation 



(2) y = ^ ax^-\- ibx -\- c. 

Si l'on fait un changement de variable, en prenant comme nou- 
velle variable u l'intégrale 

dx 



(3) u= f ^ 



l'intégrale proposée (i) devient l'intégrale d'une fonction trigo- 
nométrique. Pour le vérifier, écrivons 



r=/^^/If7f 



y b'^ — ac 



I «' 
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et pOSODS 

b J b^ — ac / ^ 

X -\ — •= z > v^— a = A, 

a a 

il vient, en choisissant pour x^ la valeur qui annule g, 



r _dz__ 



/zv ^ v^6«— oc . . X ,^^T . 

(4) 37— i sinAu, V = - V»' — «ccosAm, 

a a a 

û?ar — y du, 

Avec cette nouvelle variable m, l'intégrale (i) devient l'intégrale 
d'une fonction rationnelle de sinXa et cosXm, intégrale que l'on 
sait calculer. 

En employant un langage géométrique, on peut dire que l'équa- 
tion (2) représente une conique, et que les formules (4) ex- 
priment les coordonnées d'un point de cette conique en fonctions 
uniformes de u, 

147. Intégrales elliptiques. — Considérons une intégrale de la 
forme 



(5) jK{x,y)dx, 



où R(x, y) est une fonction rationnelle des deux variables x el y 
liées par la relation 



(6) y = ^aox'*-r- ^a^x^-h ôa^x^-^ ^a^x -h «4, 

dans laquelle le polynôme sous le radical est du quatrième ou du 
troisième degré. Une intégrale de ce genre s'appelle une intégrale 
elliptique. Les intégrales elliptiques ont fait l'objet des recherches 
de Legendre, avant la découverte des fonctions elliptiques par 
Abel. Pour les calculer, on peut faire un changement de variable 
en prenant comme nouvelle variable u l'intégrale 

Les quantités x el y deviennent alors, comme nous le mon- 
trerons, des fonctions elliptiques de u et le calcul de l'intégrale (5) 
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est ramené au calcul de rintégrale d'une fonction elliptique, calcul 
que l'on sait faire à l'aide de la décompositioaen éléments simples. 
En employant un langage géométrique, on peut dire que les 
coordonnées x ei y d'un point de la courbe (6) s'expriment par 
des fonctions elliptiques de la variable u, ce qui permet de trans- 
former l'intégrale (5) en l'intégrale d'une fonction elliptique. 

148. Premières réductions de l'intégrale elliptique. — Dans la 
fonction rationnelle K(ûo,y) on peut toujours remplacer les puis- 
sances paires de y par les puissances du polynôme 

y^= aoa7*H- 4«i^^-+- Oa^x^-h ^a^x -\- ai,, 

et ramener cette fonction à la forme 

P, Q, P|, Qi désignant des polynômes en x. Si l'on multiplie et 
divise par P, — Qi^ en remplaçant encore y^ par sa valeur, on 
obtient une expression de la forme 

K{x) -^ y K,{x) . 

où R(^) et R|(^) sont des fonctions rationnelles de x. L'inté- 
grale I se partage alors en deux parties 



I r= fK{x)dx -h ryB.i{x)dx, 



dont la première s'obtient immédiatement, comme l'intégrale 
d'une fonction rationnelle. Quant à la seconde nous l'écrirons, en 
multipliant et divisant l'élément différentiel par y^ 

'S(x) 



f 



dx, 



y 

S(^) étant une fonction rationnelle de x 

S{x)=y^^,{x). 

II. — Forme normale de Legendre. Intégrales de Jagobi. 

149. Forme normale de Legendre. — On dit qu'une intégrale 
elliptique est ramenée à la forme normale de Legendre quand la 
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racine carrée j^ est de la forme 

r = /u — a7»)(i — X:»ar«), 

où A désigne une constante appelée le module. Dans les re- 
cherches théoriques, cette constante k a une valeur quelconque 
réelle ou imaginaire; dans les applications à la Géométrie, à la 
Physique, à la Mécanique, on peut, comme nous le verrons, la 
supposer réelle et moindre que l'unité. 

La racine carrée j^ ayant cette forme, voyons comment on peut 
calculer une intégrale de la forme 



=/^'-' 



y 

à laquelle on peut réduire toute intégrale elliptique, d'après le 
paragraphe précédent. Actuellement on peut encore, par des pro- 
cédés algébriques, simplifier cette intégrale, en profitant de ce 
que y est la racine carrée d'un polynôme bicarré. La fonction 
rationnelle S(^) peut toujours s'écrire 

où ^ et <^| sont des fonctions rationnelles de x-. L'intégrale 

s'écrit alors 

S\.{x'^)dx rx^x(x^)dx 



rA( x^)dx ^ r 



y 



La deuxième intégrale se ramène immédiatement à une intégrale 
élémentaire par la substitution 



X 



2 



qui donne l'expression 

S\.x(z)dz 



f 



2/(1 — 2)(i — k^z) 

où le polynôme sous le radical n'est plus que du second degré en ;; 
Finalement, on est donc ramené à l'intégrale 
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Si l'on y fait le changement de variable 

JC"^ dx r"" dx 

— •= / , =r> a7 = sn(a,A-), 

y X s/^x-x^){x^k^x^) 

elle devient 

/ ^(sii*w)<iw, 

intégrale d'une fonction elliptique aux périodes 2K et 2fK'. Pour 
la calculer, il faut décomposer la fonction elliptique en éléments 
simples, en procédant comme nous avons fait au n® 50 dans une 
question qui, au fond, est identique à la question actuelle. On 
décomposera d'abord la fonction rationnelle de a;^, Jl(^2^^ ç^^ 
fractions simples 

^ ^ ^ x^ x^ a72'« 

, y r ^ , ^1 1 . _Vm_1 



OÙ nous mettons à part les termes en a; et en - quand ils existent; 

la somme S est alors relative aux racines a qui sont différentes de 
zéro. 

Faisant ensuite ^ = snM, on sera ramené à calculer les inté- 
grales des types suivants 

(8) / sn^wû^a, / %Xi*udUy ..., / — —-, ••.» / sn^^wâ^w, 

où n est un entier positif ou négatif, 

du r du 



r du r du r 

^^^ J snîa — a' J (sn^u — af' '"' J 



{sn^u — aL)P 



OÙ a est différent de zéro. Ces intégrales sont faciles à obtenir par 
la décomposition en éléments simples. 

On peut, par voie récurrente, ramener toutes les intégrales du 
type (8) à la première de ce type. Quant aux intégrales du 
type (9), elles se déduisent de la première en la différentiant par 
rapport à a. De là l'importance particulière des premières inté- 
grales de chaque type. Nous allons les calculer. 
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150. Intégrales de première, deuxième et troisième espèce, d'a- 
près Legendre et Jacobi. — i° On appelle intégrale de première 
espèce l'intégrale 






k^x^) 



2** On appelle intégrale de deuxième espèce, l'intégrale 

'^ x^ dx 



k 



•/ 



y 

qui devient, quand on y fait ^ = sn u, 

k^ I sn* u du. 

Cette intégrale, que Jacobi désigne par Z(w), a pour valeur (n° 100) 

e'(o) e'(a) 



u 



6(0) e(M) 



Quand u augmente de aR ou de ii¥J l'expression que nous 
venons de trouver pour l'intégrale de deuxième espèce éprouve 
des accroissements constants 

6(0) L^(o) 2KK'J 

que l'on appelle modules de périodicité de V intégrale de 
deuxiem^e espèce. On en déduit la relation 

KJ'— JK'=: -. 
3° On appelle intégrale de troisième espèce l'intégrale 



r^ dx 



)y 

qui devient, quand on y fait ^ = sn f^, 

du 



I 



sn2 u — a 
OÙ a est différent de zéro. Pour la calculer, déterminons un argu- 
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ment a par la condition 

sn^a = a, 

nous aurons à calculer l'intégrale 



r" du 
Jq sn^u — sn^a 



qui est donnée par la formule suivante établie au n° 100 

snacnadna _ i H'(w — a) i H'(a-+-a) 6'(a) 
sn^u — sii*a ~~ 2 H(a — a) 2 H(a-i-a) ©(«) ' 

d'où 



/ 



"sna cna dna rfa _^ I ^ H(a — m) 6'(«) 



Si, dans la formule de décomposition (10) on change uen w-i-fK', 
elle devient, d'après la relation 

sn(a-f-iK')= ■= 

' a: sn a 

et la formule donnant H(tt + îK.') en fonction de 0(w), 

X:* sna cnadna sn'a _ 1 6'(m — a) i 6'(a-i-a) 6'Ca) 
i — k^sn^asn^u ~ 2 6(w — a; 2 6(a-ha) ©(«) 

Pour désigner l'intégrale du premier membre prise de o à m, 
Jacobi emploie la notation !!( w, a) : 

, /•" sn^udu 

n(a, a)= a:* snacnadna / 7- — r r— 

^ ^ */o ^ — a:* sn* a sn* w 

i - S(a— u) e'(a) 

4® Formule récurrente pour le calcul de 1 sn^"uclu, — En 
calculant l'expression 

-y- \sa*^-^u cnudau], 
et désignant, pour abréger, par s la fonction sn w, on trouve 
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OU en ordonnant 

(2/1 — 3)5»»-^— (2/1 — 2)(l -f- A-«)5»'»-*-f-(2/l — i)A:«5*». 

En intégrant on a 
snî/i-j|^cnadnw =(2/1 — 3) j s*'*-^ du 

— (2/1 — 2)(i-T-A'«) r5««-«û?a-f-(2/i — i)A:« f s** du, 

formule qui permet de calculer toutes les intégrales / s^** du (que 

n soit positif ou négatif) en fonction des deux premières corres- 
pondant à n = o, et /i == I . 

III. — RÉDUCTION A LA FORME NORMALE DE LeGENDRE. 

151. Cas d'un polynôme bicarré. — Soit l'intégrale elliptique 



/ 



y 



dx. 



où S(^) est une fonction rationnelle de Xy et y la racine carrée 
d'un polynôme bicarré 

r = v/A:r*-T-2Bj72-t-C. 

On peut encore écrire, comme dans le paragraphe précédent, 

S(x) = ^(x2)-+-arai(x«), 

où^ et<:Ri sont des fonctions rationnelles Aqx^, L'intégrale prend 
alors la forme 



j'^d.-^f^^d.. 



La deuxième intégrale devient une intégrale élémentaire par la 

substitution 

x^ = z. 

11 reste donc à calculer l'intégrale 

rA(x^)dT 

^J~j — 



I 
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Si l'on ne s'astreint pas à n'introduire que des éléments réels, cette 
intégrale se ramène immédiatement à la forme normale de Le- 
gendre. On a, en effet, en décomposant le polynôme bicarré en 
facteurs 

a et P pouvant être imaginaires. Si l'on fait ensuite 

X = aZf 
on a 



et l'intégrale devient 

r ^ 



I f ^((x^-z^)dz 



elle est réduite à la forme normale de Legendre et on la calcule, 
comme dans le paragraphe précédent, en faisant 

z = sn{u, k). 
Alors on a 

X = az = isnu, ^%^ — a?^ = a en m, 

y/ji2— ^2= Py/i — X"2^2= ^ drtM, 

^ = a^ /a en u dn w, 
1= -^ rA(oLisa'-u)du. 

152. Réduction à la forme normale en quantités réelles, dans le 
cas d'un polynôme bicarré de la forme \{x^-h%){x^-\-'';i); A, a et p 
étant réels. — Supposons que l'on ait 

y = v/A^* -h '2 3072 H- G, 

Aj B, C étant réels et B- — XC positif: on peut alors écrire 

a et P étant réels. Plusieurs cas sont à distinguer suivant les signes 
des quantités A, a et p. Comme on peut toujours, devant le ra- 
dical, mettre y/±: A en facteur, on a pour^ les types suivants où a 
A. ET L. i6 
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et b désignent des quantités réelles 

(I) ^ = v^(a* — :r«)(^î-arî), 

(II) ^ = /(a»-a7»)(ar«-6«), 

(III) y =\/{d^ — x^){x^-h b^), 

(IV) ^=v/(ar*— a«)(a7*-h6»), 

(V) 7=:/(ar»-4-a*)(a7«-h6*). 

Voici, pour chacun de ces types, une substitution réelle propre à 
ramener l'intégrale 



=/ 






dx 



à la forme canonique de Legendre. 
Type l. — Soit 

y = \/{a^^x^){bi — x*)j a» > 6«. 

La quantité y devant être réelle, x^ est extérieur à l'intervalle 
a^^ b^. Deux cas sont à distinguer suivant que x^ est inférieur à 6- 
ou supérieur à à^. 

Premier cas : x- <C b-. — On fait x = bz; et l'on a 

/>2 



Le radical est donc ramené à la forme demandée avec un module 
réel moindre que l'unité. Faisant ensuite 



z =^ snu. 



on a 



X = b sn Uj 



si b'^ — ic-=^cnw, sj a'^ — a:^ = a dnM. 
^ = aô en w dn w, 

J = - rjl{b^sn^u)du. 



Deuxième cas : ^'^>> a-. — Posons 



a 

X = -y 

z 



Z >^ 1 , 



nous avons 



= ^v/(i-'^^)(i->^-'^-^). 



a 



dx = dz, 

z^ 



«2 
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Le radical est encore ramené à la forme demandée, et en posant 
z =z snu, on a 

x= , y^* — a^ = a j \/x^ — b'= a , 

snw snw snw 

. cnu dnw 

Type II. — Soit 

Pour quej^ soit réel, il faut que x"^ soit compris entre a- et b- . Il 
suffit de faire 

a'*' — x^ = ar'2, ^'2 < «2— 62, 

pour ramener Tintégrale 

r S\.{x^)dx 

J s/{a'^—x'i){x'i—b^) 
à rintégrale 

J ^{a'^ — x'^){a^— 62— .r'-')' 
qui rentre dans le type I. 



Type 77/. — L'intégrale 



/ 



S\.{x^) 



dXj X^ < «2 



\/{a^—x^){x^-hb^) 
se ramène de même au tj^pe I par la substitution 



.'9 • 



qui donne l'intégrale 

^(a2— ;r'2) 



-/; 



v/( «2 _ a7'2 ; (a2 -4- 6^ — x'i ) 
7y/?e /F. — L'intégrale 



^ar'. 



/ 



éK(x^) 



/(a?*— a2)(iF2-+-62) 



û?a7, ar2> ûfî, 
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> r 



pouvant h écrire 




A{x^) dx 

a?2 



\a» x^)\x^'^ b^) 
est du type III si l'on y considère - comme la variable. On la ra- 

X 

mènera donc au type I par la substitution 



j \_ ^ ,j 

a* x^ 



Type V. — Enfin l'intégrale 

A{x^) 



f. 



dx, a»> b* 



se ramène également au type I par la substitution 

37* H- a' = x'^, 

qui la transforme en 

K(x'^—a'^)dx 



f 



\/{x^i—a-^){x''^—a-^-{-b-^) 



x'^ > a'^ 



153. Réduction à la forme canonique de Legendre en quantités 
réelles quand y est la racine carrée d'un polynôme du quatrième 
degré. — Nous allons montrer que l'on peut toujours, par une 
substitution réelle, transformer un polynôme du quatrième degré 
à coefficients réels en un pol^'nome bicarré de la forme 

A, a et [5 élant réels. On sera alors ramené au cas précédent. 

On sait qu'un polynôme du quatrième de<;ré, à coefficients réels, 
peut être décomposé, au moins d'une manière, en un produit de 
facteurs réels du second degré. On peut donc supposer 



r 



= /G ( x'^ -h x DIX ^ n){ x- H- -iixx ^ V ), 



(^, /??, /?, 'JL, V élant réels. Faisons x = f~^-, t étant la nouvelle 

I — H l 

variable, p el q deux constantes. En subslituant dans y et rédui- 
sant au même dénominateur, nous aurons sous le radical le pro- 
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duit de deux trinômes en t. Déterminons p el q àe façon que ces 
trinômes ne contiennent pas de termes du premier degré en t : 
nous aurons les deux équations 

(11) i 

qui donnent 

n — V mv — nu. 

p-hq= , pq = *-• 

' [i — m ^ fi — m 

Les quantités p et q sont donc racines d'une équation du 
second degré; pour qu'elles soient réelles, il faut et il suffit que 
la quantité 

A = (n — ;)2 — 4(h^ — /?i)(/nv — /ifx) 

soit positive. Nous allons vérifier que, si le polynôme du qua- 
trième degré en x n'est décomposable que d'une façon en fac- 
teurs réels du second degré A, est positif ; et que si cette décom- 
position est possible de plusieurs façons, on peut toujours la faire 
de telle manière que A soit positif. En effet, appelons a, fe, c, d 
les quatre racines de ce polynôme, a et 6 étant les racines de 
x^-{- imx -{- n^ c et d celles de ^- 4- 2 [jl^ -h v. On a 

%m = — (a-i-è), n = ab, 2{jl = — (c -f- <i), ^ — cd. 

Substituant dans A, on trouve 

S. = {a — c)^a — d){b -- c){h — d). 

Si a, 6, c, d sont imaginaires, a el b sont conjugués, c et d aussi ; 
A est positif. 

Si a et b sont réels, c eld imaginaires conjugués, A est positif. 

Si les quatre racines sont réelles, on peut décomposer le poly- 
nôme du quatrième degré en x de trois façons différentes en deux 
facteurs réels du second degré : supposons qu'on ait fait la décom- 
position de façon que a >> 6 ^ c >> rf; alors A est positif. 

Ainsi, dans tous les cas, après l'introduction delà nouvelle va- 
riable ty y prend la forme 



r = - — ^—- ^-\- ^ (\, a. S étant réels); 
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et l'intégrale 



f 






devient 



/ \/A(/2-l-a)(/2-4-fi) 



On Ja ramènera à la forme canonique de Legendre par une des 
transformations indiquées dans le numéro précéden t. 

Remarque. — Si Ton considère x comme l'abscisse d'un poini 
sur une droite, la détermination des valeurs de /> et gr revient à la 
lecherche des abscisses des points qui divisent harmoniquenienl 
les deux couples de points ayant pour abscisses les racines des 
deux trinômes 

15i. Cas où le polynôme sous le radical est du troisième degré . 
Si l'on a une intégrale elliptique 

S(x) dx 



p 



y 

;i\ec 

y — sj a r -^ -f- 3 6 ./-- h- Zcx -^ (L 

on jX'uL encore, j)ar une subslitulion réelle, ramener cette inlé- 
i^rale à la forme canonique de Legendre. Le polynôme sous le ra- 
dical ayant toujours une racine réelle a, il suffit de faire 

pour être ramené à une intégrale dans laquelle figure la racine 
<*arrée d'un polynôme bicarré en t. 

Mais, dans ce cas, il est plus simple d'employer la forme nor- 
male (le M. Weierstrass, comme on le verra dans le Chapitre sui- 
vant. 



CHAPITRE VIII. 

RÉDUCTION A LA FORME NORMALE DE M. WEIERSTRASS/ INVERSION 



/ 



I. — Le POLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU TROISIÈME DEGRÉ. 

155. Réduction à la forme normale. — Soit à calculer rintégrale 

■ ^ l. — 9 OÙ X est un polynôme du troisième degré 

y/X 

X = ax^-{~ 'ibx^-^^cx -h d. 

Si nous effectuons dans X la substitution 

X = mz -i- n, 

nous pourrons disposer des constantes m et ai de façon que le 
polynôme Z transformé de X soit de la forme 

n'2 ^^ g^ désignant des coefficients constants. On reconnaît immé- 
diatement qu'il suffit de poser 

b 

/i = — - 

a 
et 

On voit alors que l'on est ramené à considérer une intégrale 

_ Ç S(z)dz 

S(z) désignant une fonction rationnelle de z. On dit qu'une in- 
tégrale de celte forme est de la forme canonique de M. Weier- 
strass. 
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Si l'on pose ensuite 

dM 



H 



on en tire, en faisant Pinversion, 
etTinlégrale elliptique I devient 



l=z rS(pu)du, 



S(p{«) étant une fonction rationnelle de pu. On calculera cette 
intégrale par la méthode de décomposition en éléments simples, 
comme on l'a expliqué au n^ 50. 

Les périodes de la fonction pu se calculent d'après les formules 
du Chapitre VI. 

156. Remarques sur rinversion. — Nous avons vu, dès le début 
de cet Ouvrage» que, si l'on construit la fonction pu avec deux 
périodes arbitraires s co et 2 co' de rapport imaginaire, cette fonc- 
tien z = pu vérifie une équation de la forme 

/dz \» 

g'2 et gz étant des constantes définies en fonction des périodes 
par certaines séries. Inversement, étant donnée une équation de 
cette forme où g^ et g^ ont des valeurs déterminées choisies 
arbitrairement, on peut toujours conslruire une fonction 
p{u\ g^t gz vérifiant cette équation. Cela résulte, comme nous 
Tavons déjà remarqué au n® 34, de ce que la fonction du est re- 
présentée par une série entière en w, g^^ gz convergente quelles 
que soient ces quantités et que la fonction 

z = pu = 

vérifie Téquation (i) quels que soient ^2 6t gz- 

Nous allons rappeler comment, g2 et gz ayant des valeurs 
réelles quelconques, on peut calculer une paire de périodes^pri- 
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mîlives de pu et vérifier que la fonction pu, construite avec ces 
périodes, satisfait bien à Téquation (i). 

Premier cas : Discriminant positif, — Supposons que dans 
l'équation 

g2 et g^ soient réels et que le discriminant du second membre 
\ = gl — ^'Jgl soit positif. Les racines e^^ e^-, e^ sont réelles. 
Déterminons les valeurs (o et w' par les égalités 



_ r^^ dz 



+ 00 

(2) W 



t' -f 



00 



dz 



-e, >J^Z^—glZ-\-gz 



de sorte que o) et ^- sont des quantités réelles et positives, et 
construisons la fonction pu qui admet pour périodes primitives 



2(0, 2(1)'. 



Cette fonction pu satisfait à une équation différentielle 

dans laquelle G2 et G3 ont des valeurs réelles rendant le discri- 
minant G.^ — ^7^8 positif. Il s'agit de démontrer que l'on a 

Pour cela, rappelons que les demi-périodes (o et (o' de la fonction 
pu peuvent se déduire des coefficients deTéquation différentielle 
vérifiée par cette fonction au moyen des égalités 



d 



00 



dz 



'e, sJ !\z'^—Ç^.iZ — G3 
a/ _ r-^" dz 

^ J_ K3 /4 S^ — G2 3 4- G3 

en désignant par E| la plus grande et par E3 la plus petite des 
racines du polynôme 4^^ — G2 s — G3. En comparant ces ex- 
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pressions de (i> el de -r aux inlégrales (a) et (3) qoi ont ser?ï de 
défiailion à ces quandtës, oq est conduit aux égalités 

dz r'*"* rf» 



r ^ = f 



/4j»— ^,«-*-^, •/_£, v^4«»— G,-s-4-G, 

Mais, diaprés le raisonnement fait au n** 141, les égalités pré- 
cédentes exigent que l'on ait 

E|=«i, EfS^t, Es s «s, 
et, par suite, 

G|=^i, Gj=^,. 

Donc Téquation différentielle donnée est vérifiée par la fonc- 

iii' 
lion pa qui admet pour périodes primitives 2co et aco', co et-?- se 

déduisant des coefficients de Téqualion donnée à Taide des inté- 
grales (2) et (3). 

Deuxième C4S : Discriminant négatif. — Èlànl donnée l'équa- 
tion différentielle 

dans laquelle g-y et ^3 sont réels, et tels que Ton ail 

^ = ^1 — 27^5 < o, 

nous allons construire une fonction pu vérifiant cette équation 
différentielle. 

Soient 62 la racine réelle, (?i, e^ les deux racines imaginaires 
conjuguées de 4^^ — g2^ — ^3= ^ î posons 






dz 

0)2 

^3 



0)» r r/5 



?=/ 



puis 



tO:) — to» co^-f- to., 
oJi = -^ -, aj3 = — ^ ^ 

2 2 
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et construisons la fonction p u qui admet pour périodes primitives 

2(i)i , 2(1)3. 

Cette fonction pu satisfait à une équation différentielle 

les périodes 2(i)|, 2(03 étant imaginaires conjuguées, on sait que 
Ga et G3 sont réels et que le polynôme /\z^ — 0,2 — G3 admet 
une seule racine réelle : soient E2 la racine réelle, E| , E3 les ra- 
cines imaginaires conjuguées de ce polynôme; de plus, on a 



tt>2 



-l 



dz 



>:. /4s3— G22 — G3 



^' 'Ae, v/4-s^-G2 3-hG3 

Il s'agit de démontrer que Go et G3 sont égaux respectivement 
^ ^2 et ^8. 

D'après ce qui précède, on doit avoir 



Jt^. \/(z — ei)(z — e.-, )( z — e,) Jv 



00 



^{z—ei){z — e.2){z — ea) Je, \/{z — ^^){z — E.){z -^ ÏL^) 
el 

dz /* * dz 



f ^^ =f 

J-e. ^J{z.-\-ex)(z -^ e>>){z -^ e-x) */_ 



Mais nous avons vu (n° 139) que ces égalités ne peuvent avoir 
lieu que si E2, E,, E3 sont égaux respectivement à ^07 ^1 , <?3 et 
par suite si l'on a 

0-2=^2, 03 = ^3. 

Donc la fonction J3W que nous avons construite avec les pé- 
riodes 2(0|, 2(03 satisfait à l'équation différen tielle donnée. 



II — Lk POLYNOME sous LE RADICAL EST DU QUATRIÈME DEGRÉ. PrKMIER 
MODE DE RÉDUCTION OU l'oN NE SE PRÉOCCUPE PAS DE LA RÉALITÉ. 

On a déjà donné n® 152 une méthode pour faire l'inversion de 
rintéerrale / ■ ^ en se servant des fonctions de Jacobi. Mais. 
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pour appliquer cetle méthode daos te eu gé'riéral, il Taui dcom- 
poser F(«) en na prodoit de deox facteurs du second ilegrë, cù 
qui condait i réMxidre ooe équation da iroisième degré. Il jr a 
iotérét à éviter cette qaesUon anxiliaire, Burloul lorsque le poly- 
nôme da qaalrièine degré F(3) n'a pas ses coeflîcietiis niimé- 
riqnes et contient dea constantes arbitraires, coiniur cela se pré- 
sente souvent dans les problèmes de Méc;iriî<[ue. Ceil*? diriiciilté 
se tronve écartée quand on fait l'inversioa en se servant des fonc- 
tions de M. Weierstrass. 

157. Oaa partioaUer. — Parmi les formes diverses que peut 
prendre la formule d'addition de la fonction pu, nous avons ob- 

tenu la suivante (n" 45) 

Si donc on pose 

a pu — pp 

en regardant c comme une constante et t comme une fonction de u, 
cette fonction vérîBe l'équation dilTérentielle 



(£)' = i--p<"-'i'- 



Nous allons esprimer le second membre en fonction de ( el vé- 
riller qu'il est un polynôme du quatrième d.gré en (. 

Dans tout ce qui suit nous rendrons les résullals plus faciles à 
retenir en emplojanl une représentation géomélrique. 

t^onsidérous la cubique 

dédite par le point de coordonnées 

cu!jique étudiée aux n " 38 et suivante. Coupons celle courbe par 
une sécante passant par un point fixe P de paramètre v et un 
point variable de paramètre u; le coefficient angulaire de la sé- 
eanle est 
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et le troisième point d'intersection a pour paramètre — (u-i- v) 
(n°60). Nous avons obtenu dans Je n® 60 des formules qu'on peut 
écrire, en y remplaçant a par 2 ^, 

[pu — pç][p{u-hç) — p{v)]= ' (jD^-'^^pV); 

ces identités montrent que pu — pt^ et p(u -\- v) — pç sont ra- 
cines d'une équation du second degré ayant pour coefficients des 
polynômes en t. En élevant la première au carré et en en retran- 
chant le quadruple de la seconde, on a 

et l'équalion différentielle que vérifie ^ peut s'écrire 



/ c/ty 



en posant 

Les racines de ce polynôme y(^) sont les moitiés des coefficients 
angulaires des tangentes menées du point P à la cubique; en effet, 
si t devient égal à une de ces racines, on a pu = p(u -\- v)^ et 
la sécante de coefficient angulaire 2t coupe la cubique en deux 
points confondus. 

En résumé, si t est défini en fonction de u par l'équation 

dt 

du = , y 

\/At) 

t peut s'exprimer en fonction uniforme doublement périodique 
de u par la formule (i) et il en est de même de \jf{t), qui est 

rgale à . • On exprime ce résultat en disant qu'on a résolu le pro- 

blLinc (le l'inversion pour le polynôme J\t), Ce polynôme du 
([uaU'icme degré en l ne renferme pas de terme en l^ et contient 
trois constantes arbitraires, qui sont l'argument r et les deux inva- 
riants gi et g^ de la fonction p. 

Nous allons voir que, si le polynôme sous le radical est un po- 
lynôme du quatrième degré f|uelconque, on peut toujours, après 
en avoir fait disparaître le terme en ^*^, l'identifier avec f{t). Le 
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eu particolier qae nons Tenons de tnitr^r nous doiiuera daoc U 
solation dn problème de rinvershtn pour un poljnoi 
trième degré quelconque. 




1S8. I« oas céBéral rcmané «n emt particulier précédent. 
Soit UD pol^omc donné dn quatrième de^-ré 

ip(() = (*-t-6*,ï»+4a,f - 

débarrassé du terme en t*. En Tidentifiant arec le poljDorae/(() du 
numéro précédent, oo trouve, en vertu de ajfv = tap*v — gt, 

pv = — a,, p'v = «,, g,— 3p«* = »». 

La dernière de ces égalités peut être remplacée par la suivante 

et l'on voit que les trois constantes pv, <p/v et gt se trouvent dé- 
terminées. La valeur de gt peut se déduire de l'équation 



elle est égale à 



p'»fî=4p»p — ^.pc — ^»; 



On a donc, pour identifier les deux polynômes, les relations 
concordantes 



Ces relaiions définissent les deux invariants g^ et g3 et l'argu- 

Si le polynôme donné est un poljnome F(3) renfermant un 
terme du iroisième degré 

on fera disparaître le second ternie en posant 



F(i) = «»(('+ 6aii»+4iji^ 
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«0^2 — «î «3«o — 3aoûtia2-l- 2af 
"' = al ' "'= ai ' 

"'= ^î 

On trouve enfin, pour ^2 ^1^3, les expressions suivantes 

g 
^2= ai-+- 3a| = -j' 

T 

^3 = aga^— a2 — a| = -^ , 

en posant 

S = ao«4 — 4^1 <^3~+~ 3«2' 

T = ao^2^4'+' 2aia2^3 — ^^ — «o^f — âtj a^. 

Remarque, — S et ï sont les invariants du polynôme 

ao^^H- 4<^l'2^H- Gâtg^^-i- 4^3-5 -HCf^. 

Si l'on calcule les valeurs particulières de S et de T pour le po- 
lynôme 

f(t) = ^4- G^2pp -f. 4fpV -+. ^2- 3pV, 

on trouve ^2 Gt ^3. 

On obtiendrait donc immédiatement les relations donnant «., 
et ^3 en égalant les valeurs des invariants des deux polynômes 
que l'on veut identifier. 

Les expressions depç et de p' v en fonction de «o? <^i> ^2? <^3j 
«4 s'obtiennent de même en remplaçant a2, as, (3t4, par leurs va- 
leurs; on peut alors énoncer la règle suivante : 

159. Règle. — Soit F (5) un polynôme du quatrième degré 
quelconque 

¥{z) = «0^^+ 4^1^^+ 6 a2 5* -h 4 «3 -3 -4- «4, 

et soient S et T les fonctions suivantes des coefficients de ce po- 
lynôme 

S = «0^* — 4^1^3"+" 3«2, 

T = ao «2 ^4+ 2 «1^2 «3 — a\ — aQa\ — ala^. 
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Si l'on preod les fonciioas elliptiques aymt 



a allument coDsUDt c défini par les égalités 



et si l'on pose 




puis 

ce qui donne la solution du problème de l'inversion pour le poly- 
nôme du quatrième degré F(z). 

A un point de vue géométrique, ces formules peuvent a.a9si 
s'interpréter comme il suit : 

Si l'on considère la courbe du quatrième ordre 

lus coordonnées Z et z d'un point de celte courbe peuvent s'ex- 
primer en fondions uDiformes du paramètre u par les formules 



= A4j.«-p(« + ^)]. 



< QUANTITÉS IIKELLE3. Disc» 



ItiO. Expression elliptique des racines d'uu polynôme du qua- 
trième deg^é. — D'aprùscc i^ui précède, élanl donné un polynôme 
du qualrième degré 

F(2)=<To3'+4ni-^-HG«i3'+4«=---H«i, 
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les invariants des fonctions elliptiques et l'argument constant (^ 
étant convenablement choisis, le polynôme F(z) prend la forme 

F{z) = ao[pu — p(u-h v)y. 

Cette forme permet de trouver simplement les valeurs de l'ar- 
gument u qui correspondent aux racines de F(^). Pour l'une de 
ces valeurs, on doit avoir 

ou bien 

m et n étant des nombres entiers. On ne doit pas prendre le 
signe +, puisque v n'est pas un multiple des périodes. En prenant 
le signe — , on trouve 

U= h m (JL> -h Al OD , 

2 

et il suffit de considérer les quatre valeurs suivantes de u : 

Uq = ? Z^i = h W, M2 = h (JL> H- (U , 2^3 = h O) . 

2 2 2 2 

161 . Discussion relative à la réalité des racines. Cas où le dis- 
criminant est positif. — Nous supposerons dans ce qui suit que 
les coefficients de F(^) sont réels, de sorte que, lorsqu'on fait 
l'inversion, g^ et g^ sont réels. De plus, nous nous limitons pour 
le moment au cas où le discriminant est positif. La courbe 

x=zpuy y = p'u 

se compose d'une ovale et d'une branche infinie. Les valeurs 
de pç' et p' V étant réelles, v est le paramètre d'un point réel de la 
courbe. L'une des périodes o) est réelle, l'autre o)' purement ima- 
ginaire. 

Les arguments Mq? ^^ij ^2j ih sont les paramètres des points de 
contact des tangentes menées à la cubique x = pu^ y=:p'u par 
le point de paramètre v\ les valeurs correspondantes de 

^^ i_ p'u — p'v 

2 pU — pV 

sont les demi-coefficients angulaires des quatre tangentes, et l'on 

A. ET L. I-^ 
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voit, an ae reportant à l'ezpreuion de s en fonction de u, que le 
nombre des racines réelles de F(j) est égal au nombre des tan- 
gentes réelles qu'on peut mener à la cobiqac jtar le point de para- 
mètre V. 

Noos a'voni tu (a° 63) que les qnatre tangentes sont ou toutes 

réelles, ou toatei imaginaires suivant que le jioini c appartient à 

la branche infinie ou i l'oTsle, c'esl-à-dire (n" 63) suivant qu'on 

a à la fois ** »*^" 

pf>o. p'p>o, 

ou que l'une au moins de ces inégalités n'esl pas vérifiée. 

D'après la valeur de pv en fonction des coefficients da poly- 
nôme, on peut énoncer ce résultat ainsi : 

Dans le cas da discriminant positif, le polynôme F(2) a tes 
quatre racines réelles, si l'on a à la fois 

aj — a»o,>o, ia((i| — OiOt)*— Sai>o. 

Si l'une de ces inégalités n'est pas vérité, le polynôme a ses 
quatre racines imaginaires. 

Les quatre racines rangées par ordre de grandeur. — Dé- 
signons par 

«0, s,, «,, Xt, 

les valeurs de s et par 

i«, '., 'j, h 
les valeurs de t qui correspondent aux arguments 

"n, «1, «1. «3- 



Dans le cas où les quaire racines sont réelles, les quatre valeurs 
de z sont rangées dans le même ordre que les valeurs correspon- 
dantes de t. 

Or on peut voir sur la figure (fig. 20) dans quel ordre sont 
rangés les coefficients angulaires des quatre tangentes menées du 
point P de paramètre v, en remarquant que chacune de ces tan- 
gentes n'a d'autre point sur la courbe que le point P et son point 
de contact. En supposant 

o < p < u, 

on voit <Jig. 20) que les valeurs de * sont rangées dans l'ordre 
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suivant 

et, par suite, on a 

Fig. 20. 




162. Inversion en quantités réelles. — Supposons que Ton ait 
fait l'inversion de l'intégrale 

dz 



s 



y/¥{z) 



par la méthode des n*** 1S8 et 159. Cherchons quelles valeurs de u 
l'on doit prendre pour que z et v/F(^) soient réels tous les deux. 

1** Cas où les quatre racines sont imaginaires. — Alors F(z) 

est toujours du signe de a^. Si donc a^ est négatif, y/F(^) n'est 
jamais réel en même temps que z, SI a^ est positif, il suffît que z 

soit réel pour que ^^{z) le soit, c'est-à-dire que 

2 pu — pp 
soit réel. Or, puisque les quatre racines sont imaginaires, le 
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point P, de paramétre o, appartient i l'orale. Si dous menons par ' 
ce point P uae sécante de coefficient angulaire il, celle sécante 
rencontre toajonrs, quel que soit t, la courbe en un autre point 
appartenant k l'ovale et en un point appartenant à lu branclie îa- 
finie. En d'autres tenues, i une valeur réelle de ( correspondent 
pour u une valeur réelle et une valeur de la forme ct + u', a étant ^ 
réel. 

Ainsi, quand les quatre racines sont imaginaires, il n'y a 
de solution que si a^ est positif; on doit prendre alors u réel 
ou u - u' réel. 

a" Cas où les quatre racines sont réelles. — Le point de 
paramètre c est alors sur la branche infinie de la cubique, comme 
dans \ajîg, ao. 

L'ai^ument c peut alors être supposé réel et compris entre — c» 
el(u(n''63). 

Nous ferons la discussion en supposant 



ce qui est d'accord avec la figure, et nous écrirons 

les racines se succédant dans le produit suivant l'ordre de grandeur 
décroissante. 

Soit d'abord ao'> o. Comme z est supposé réel, pour que 
\/P{z) le soit, il faut que z vérifie l'une des inégalités suivantes : 

= >-!«, 2j>J>Î2, 3<J,, 

ou bien que ( vérifie l'une des suivantes 

Or le point P se trouve maintenant sur la branche infinie. Si nous 
menons par P une sécante de coefficient angulaire ( et si l'on a 



les deux points variables d'intersection appartiennent à la branche 
infinie : les valeurs correspondantes de u sont réelles. Si l'on a 
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les deux points variables d'intersection appartiennent à l'ovale et, 
pour chacun d'eux, u — co' est réel. Ainsi, quand a^ est positif ^ 
on doit prendre u réel ou bien u — co' réel. 
Soit maintenant ao<l o» ^^ doit avoir 

Si Tune ou l'autre de ces inégalités est vérifiée, la sécante 
menée par P et dont le coefficient angulaire est 2 ^ ne rencontre plus 
la courbe; les abscisses des deux points variables d'intersection 

pu, p{u-hv) 

doivent être imaginaires conjuguées. Or, si nous posons u=a-+-bi^ 
a et b étant réels, la formule d'addition montre que p(a-\-bi) 
et p(a — bi) sont imaginaires conjugués; il faut donc que l'on ait 

p(if -{- a -h bi) = p{a — bi) 
ou bien 

V -^ a -h bi = zh(a — bi)-{- 7. m ts) -\- 2 nui\ 

ni et n étant des nombres entiers. On ne peut pas prendre le 
signe +, car, en égalant les parties réelles, on trouverait 

V = 2/na), 

ce qui n'a pas lieu; on doit donc prendre le signe — et l'on a, par 
suite, 

n doit être nul, puisque v et a sont supposés réels, et l'égalité 
peut s'écrire 

a = h /nco, 

où il suffit de considérer pour m les valeurs o et 1 . 

Nous trouvons donc, comme condition nécessaire, que u doit 
être de l'une des formes suivantes 

u = — - -\- iô, u = h (ù -h ib. 

2 2 

b étant réel. Nous allons vérifier que cette condition est suffisante. 
On voit d'abord que, si u a l'une des formes précédentes, t est 



*JSa GHAPITII WUÎ. 

réel. Eb effets on a, d'après rinterprétation fécHiiétriqse 4e f, 
comme demi-coeificieiit angulaire de la sécantei 

I p'k — p'ut , V 

a pii — p«i ^ 

Si 

a 



«. = _(;- + *)=-'--*; 



££ et ii| sont imaginaires conjugués; il en est de même de pu et 
de j3i£|, puis de p'u et de p'ut : donc i est réel. Si 

2 

1*1= — ( hW-f-t6j, 

1*1-4-20)= — - -f-CO — êo, 

2 

Donc pu et pi/^ d'une part, p'u et p'i/o d'autre part^ sont ima- 
ginaires conjugués, t est encore réel. Dans les deux cas^ la sécante 
de coefficient angulaire 2 1^ menée par P, rencontre la cubique en 
deux points imaginaires. II faut donc que l'on ait 

h>i>h ou ^î><><i. 

Donc enfin, pour une valeur de u de Tune des deux formes coosi- 
dérées, z et v/F(^) sont réels tous les deux. 

Ainsi, dans le cas oà les quatre racines sont réelles et oà Oq 

est négatif y on doit prendre u -\ — ou bien w H topure- 

ment imaginaire. 

La démonstration a été faite en supposant o <C <^ < w. Le résultat 
est encore vrai si v est compris entre o et — o). 

163. Résumé. — Le discriminant étant positif, si l'on veut que 

z et ^F{z) soient réels tous les deux, la forme de l'argument // 
est donnée par la règle suivante : 

I® Les quatre racines deF{z) sont imaginaires. — Si a^ est 
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positif, on doit prendre u réel ou bien u — w' réel; si a^ est né- 
gatif il n'y a pas de solution. 

2° Les quatre racines de F (2) sont réelles. — Si ao est po- 
sitif, on doit prendre u réel ou bien u — w' réel. Si a^ est négatif, 

on doit prendre w + - ou bien u-\ (o purement imaginaire. 

Ces cas i® et 1^ sont les seuls qui peuvent se présenter quand 
le discriminant est positif. 

rv. — Inversion en quantités réelles. Discriminant négatif. 

164. Racines de ¥{z), — Soit, comme précédemment, le poly- 
nôme du quatrième degré à coefficients réels 

F(^)= aç,z^-\- 4«i^^-+- 6ai^*-t- ^a^z -\- ai,. 

Les quantités ^2 ^tga étant calculées comme plus haut en fonction 
des coefficients de ce polynôme, nous supposons maintenant le 
discriminant g\ — ^T g\ négatif. 

Nous désignerons, comme au n® 132, par 104 et ojs un couple de 
périodes primitives de la fonction p, périodes que l'on peut sup- 
poser actuellement imaginaires conjuguées 

2 0)1=0)2 0)2, 20)3=0)2+0)2, 

o>2 désignant une quantité réelle et o)^ une quantité purement 
imaginaire. 

On voit immédiatement, comme au n** 160, que, si l'on pose 

a* I p'w — p'p 

-3 = î- -f- - ^ !^-— , 

les invariants de la fonction p et l'argument constant v étant con- 
venablement choisis, les racines du polynôme F(^) correspondent 
aux arguments 

M„ = 9 Ui = H 0)1, U2 = h 0)1 + 0)3, Uz= h 0>3. 

2 2 2 2 

Nous supposons que les coefficients de F(z) sont réels; alors 
les quantités qui ont servi à définir pt^ et pV sont réelles, et Ton 
peut toujours supposer ç réel et compris entre — o>2 et (i>2» 
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On voit donc que F{z) a deux racines. réelles correspandaiil 
aav arguments 



1*0=—-* |i, = — -^-«„ 

a 2 

et deux racines imaginaires conjuguées correspondant aux argu- 
ments 

— p-f-a>t — CD. — i'-HWi-Hwi 
ii,= i, a,= i» 

2 2 

Si ToD considère la courbe 



f 



a: = pu, jr=:pu 



» 



précédemment étudiée (n® l^^)? on sait que cette courbe n'a pas 
de points réels en dehors de la branche infinie représentée sur 
\difig* 19. Le point P de paramètre v est un point de cette branche. 
Par ce point on peut mener à la courbe deux tangentes réelles. 
Les demi-coefBcients angulaires de ces tangentes sont les valeurs 
que prend le rapport 

"" 2 pu — pv ' 

pour 1/ = I/o et 1/ = U2'i valeurs que nous désignerons par t^ et t^. 
Dans la discussion qui va suivre nous supposerons 

o < p < o>2 ; 
on voit alors sur la fig, 19 que l'on a 

et l'on en conclut 

165. Inversion en quantités réelles. — Cherchons quelles va- 
leurs de u il faut prendre pour que z et y/F (-s) soient réels tous les 
deux. Comme on a 

et que Zx et z^ sont imaginaires conjugués, il suffit, si z est déjà 
réel, que Ton ait 

Uq^z — Zq){z — Zi)':> o. 

1° Supposons d'abord que a^ est positif : il faut que z vérifie 
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Tune des inégalités 

Zy- Zq ou 2 < ^2 

et par suite que t vérifie l'une des inégalités 

/ > <0 OU t < h\ 

une sécante, menée par P et dont le coefficient angulaire est égal 
à 2^, rencontre alors la courbe en deux points réels. 
Donc si «0 est positif , on doit prendre u réel, 
2° Supposons maintenant que a^ est négatif; t doit vérifier la 
double inégalité 

h<t<to] 

la sécante, menée par P et dont le coefficient angulaire est égal 
à 2^, ne rencontre plus la courbe. Les abscisses des points va- 
riables d'intersection 

pu, p{u-{-ç) 

doivent être imaginaires conjuguées. C'est cette condition qui, 
dans le cas actuel, va nous déterminer la forme de ii. 

Posons u^=a -^ bi, a et b étant réels p{a + bi) et p{a — bi) 
sont des quantités imaginaires conjuguées : on le vérifie à l'aide de 
la formule d'addition. On doit donc avoir 

p{v -{- a -^ bi) = p{a — bi) 
et, par suite, 

V -^ a -h bi = -±i{a — bi)-\- 2/nuji-t- 2/1(03. 

Prenons d'abord le signe — ; l'égalité devient 

2a-t-p = 2 m 0)1-4-2/1 0)3 

= /w(a)2 — Wj)-!- /i(a>j-+- coj). 

Comme a e\. v sont réels, on doit avoir /i = m, et l'égalité résolue 
par rapport à a devient 

a = h /nti)»; 

2 

il suffit de donner à m les valeurs o et i . Pour m = o, u-{- - est 

' 2 

purement imaginaire. Pour /w= i , u-\ — est égal à une quantité 
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parement imagiDiire angmenlëe de t4|. Hais ce cas rcnUc dans le 

précédent û l'on remarque qae (n* 13K) 

RécifaoqnemeDtileitfaciledeTérifier que, poumuarguiueDi u | 
de la forme 



où b déaigae nn nombre réel, t est réel et compris entre t^ et 1%. j 
Eo effet, puisque 3 f est le coefficient angulaire de la sécante allant 1 
do pointPdontle paramètre est eau point dont le paramètre est a, 
on a 




i l'on prend 



U, = — iu^'9). 

pu — pu, 



=-^ + a, 



-a-)= 



et l'on voit que pu et pu, d'une part, p'u et p'u, d'autre part, 
sont des quantités imaginaires conjuguées. Donc l est réel. De 
plus la sécante menée par P et de coefficient angulaire 2 1, rencon- 
trant encore la courbe en deux points dont les abscisses sont des 
quantités imaginaires, t est nécessairement compris entre t^ et fi- 
Donc à une valeur de m de la forme considérée correspondent 
des valeurs réelles de z et de \/F(z), 

Nous avons choisi le signe — dans l'égalité exprimant que pu 
etp(u-l-c) sont imaginaires conjuguées. En choisissant le signe + 
dans la même égalité, on serait conduit à des arguments pour les- 
quels pu etp(u-t-i') seraient bien encore des quantités imagi- 
naires conjuguées, mais ne rendant pas réels z et y'F(s). 

Ainsi, quand a^est négatif, il faut prendre u H — purement 
imaginaire. 
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166. Résumé. — Pour que z et \/F{z) soient réels tous les 
deux : 

Quand a© est positif, il faut prendre u réel ; 

Quand a© est négatif, il faut prendre u-h - purement imagi- 
naire. 

V. — MÉTHODE DE M. HeRMITE. 

167. Méthode générale. — M. Hermite a donné le moyen de 
ramener à la forme canonique adoptée par M. Weierslrass une in- 

-— dans laquelle X désigne un polynôme général du 

v/x 

quatrième degré. Nous indiquerons, à titre d'exercice, cette mé- 
thode dont nous n'aurons pas à faire usage. Soit 



tégrale / 



X = ao^j^H- \a\X^-\- 6a2^^H- 4^3^ -+- ^4 

un polynôme et H le hessien de ce polynôme. 



Si l'on pose 



on aura 



r dx _ r d\ 
J s/x~J v^4Ç^-SÇ- 



S et ï désignant les invariants du polynôme X 

S = a© ^4 — ^a^a^-h 3 a| , 

T = ao^2«4-+- 2aia2a3 — cil — «o^l — a\ai„ 

Pour s'en assurer, il suffit de substituer Ç dans l'intégrale du 
deuxième membre et d'admettre l'identité suivante, facile à vérifier 
quand le polynôme X est bicarré, 

^'H-KÏ-'i-i)--]-^'-- 

en désignant par 4 J le jacobien des polynômes X et H 

ox ox 
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Cas particulier. — Ainsi oa vérifiera aisémeat qne l'on a 

en posant 

Cela résulte des identités 

I /«<)H „<^X\ QUI» — I , . vr • X 
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APPLICATIONS DIVERSES TRAITÉES AVEC LA NOTATION 

DE M. WEIERSTRASS. 



I. — Courbe élastique plane et sans pression. 

168. Mise en équations. — Nous avons déjà traité cette question 
au n° 126 à l'aide des fonctions de Jacobi; nous allons la reprendre 
en nous servant des fonctions de M. Weierstrass et nous en pré- 
parerons l'application au cas du prisme droit chargé debout. On 
pourra, de celte façon, comparer les deux systèmes de notations 
en les appliquant à un même exemple. 

L'équation qui donne la forme de la courbe élastique dans la 
position d'équilibre contraint et qui a été obtenue au n® 126 peut 
s'écrire avec un changement de notation 

(•) -=2G^. 

p a2 

C désignant un coefficient positif et a la mesure d'une longueur 
que nous laisserons arbitraire. Ces constantes sont liées à la con- 
stante c employée au n** 126 par la relation 

On trouvera, à la page suivante, un Tableau de formules que 
l'on passera à une première lecture : ce Tableau donne le résumé 
des formules établies dans ce paragraphe. 



aB&riTKi tx. 



Tauud m rouniui. (Courbt ittuiiquê pUau tt tânip 



p Ô*' 



-■iiit; 



p 



"ai' 

{j)« — «.)-«-[p(u + «it,)— ei]=^— 5*1, 
(7) (Jj-3ei)*-4(et-ei)(et-«»)=[p(«+»i)— !»«]•= ^(3 

(S-§)'-è=-ii(*)*. 



(•) 

(» 

«) 

(5) 
(6) 



(») 


oA. = C.A, 


(lo)et(i 


1) j^ = 5|-3«, = p« + p(» + »,)-»«., 


(i>) 


| = ,K«*i:("+«.)+»B«,]+toi>st, 


(■3) 


"=-? + "■ 


(■« 


(id( = C<fï, 


US) 


^■■K¥-'')-<T-')]--'' 


(i6> 


z„. "■(-?-) , 



'p(- S +.-,)- 
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169. Intégration par les fonctions elliptiques. — La relation (i) 
peut être considérée comme une équation différentielle du second 
ordre de la courbe. Nous allons intégrer cette équation. En dé- 
signant par s Tare de la courbe compté à partir d'une origine fixe 
et par ô l'angle de O x avec la tangente supposée menée dans le 
sens qui correspond aux arcs croissants {fig* i4) p» i84), on a 

-v-=cos0, ~- = — sm0. 
as as 

De la première égalité l'on déduit, par différentiation, 

d^x . ^ d^ 

'd^=-''''^'ds' 

puis, en remplaçant sinO et -7- = - par leurs valeurs, 

d^x __ C dy 

Intégrons, ce qui donne 

^ ' ds a^ 

D désignant une nouvelle constante, et portons l'expression ainsi 

obtenue de -j- dans la relation 
ds 

[dyy fdxy 

ydS) =''~\di) ' 

il vient 

(t-)'=-(^2-'r 

170. Inversion. — En remarquant que le polynôme du qua- 
trième degré dont on veut faire l'inversion est bicarré, on est con- 
duit à appliquer de la façon suivante la méthode donnée au n° 1Ô7. 

Posons, en adoptant les notations du Chap. VI, § 1, 

(4) z=_i_p:ii_j 

^^^ a 1 pu — e^ 

on sait que l'on a 

(5) (pM — C2)tp(w-+- W2)— c,] = (e2— ci)(c, — es), 

yt 

(6) (pw — e2)-i-[p(M-Ho»f)— ej]= ^ — 3e, 
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et, par Buite, 

(7) (ë-3«i)*-4(«'i-«i)(«.-«.)=[j>(«+w,)-p«lt=^'^(^y 

Pour ïdenlifier le poljmome du quatrième degré qui forme le ! 
premier membre de celte ëgalité avec le second membre de l'éga- 
lité (3), nous mettrons cette égalité (3) sous la forniu 

<«) (s-?r-r.=-è(f)'- 

et il Dous suffira ensuite de poser 

On voit que e, — «i et e^ — e^ soat les racines d'une équalîûn ( 
second degré dont le discriminaat est 

Nous nous bornerons dans tout ce qui suit au cas de D*<^ i. On 
reconnattaisément que cette inégalité doit être vérifiée si la courbe 
présente ud point d'inflexion, comme cela a lieu pour le prisme 
droit chargé debout : en effet, pour que p puisse devenir infini, il 

c'est-à-dire, d'après (8), q«eD= — i soit négatif. Celte hypothèse 
correspond au premier cas du n" Ï26- Alors, Ct étantréel, e, ele^ 
sont imaginaires conjugués; on peut prendre, comme périodes pri- 
mitives de la fouctionjiu, deux quantités imaginaires conjuguées : 
nous les désignons par u, et tO] et nous conservons les notations 
du§I, Chap. VI. 

Ayant ainsi identifié les premiers membres des égalités {7) 
et (8), nous avons 

et par suite 

(9) adu — Cids, 
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en supposaut convenablement choisi le sens dans lequel l'arc s 
est compté. 

Dans l'égalité (2) remplaçons ds par ^.du et ^ par sa valeur 

— 3^2, il vient 

i dx y^ 

et, en tenant compte de la relation (6), 

(il) - ^ =pa + p(i«-4-t02) — 262. 

On a immédiatement l'intégrale du second membre .et l'on trouve 
(12) — = i[ÇM-h Ç(a -Ha>2)-h2we2] -h const. 

171. Nature de l'argument. — Voyons comment doit varier u 

pour que j^eti/i — (C^ + Dj soient tous les deux réels. 
La relation déjà établie 

adu = Glds 

montre que u est nécessairement imaginaire. Posons 

u = h -h it^ 

h et t désignant des quantités réelles. 
On a trouvé, en faisant l'inversion, 

et il en résulte 



D'après cela, p(ct>2 + A + i'^) doit être la quantité imaginaire 
conjuguée de p(A + i7), on doit donc avoir 

p(w2-+- A -h tV)= p(A — it) 
et par suite 

{ù^-\- h -\- it =ifc(A — it)-h 7.7rniii-\- 2^10)3, 
A. ET L. 18 
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m et n désignant des nombres entiers. Si ron prenait le signe +, 
h disparaîtrait et t ne pourrait varier d'une manière continne. En 
prenant le signe — , l'égalité devient 

le premier membre étant réel, il faut que n = m et Ton trouve 
alors 

Il suffit de donner à m les valeurs o et i • Pour m = o, tt + ^ 

.a 

est purement imaginaire. Pour m = i , a H — - n'est plus purement 

imaginaire ; mais ce cas se rataène au précédent, à cause de la for- 
mule 

On aura donc, en résumé, à prendre pour u des valeurs de la 
forme 

(i3) 14 = —.— H- «7, 

/ étant une variable réelle. 

Remarquons de suite que l'égalité 

adu = Qtids 
devient 

(i4) a dt = C ds. 

172. Expressions de ar et de j^. — Remplaçons u par sa valeur 
en fonction de t dans les relations (12) et (4); il vient 

î =4«("*")-<T -■')]— '. 

en supposant l'axe des y choisi de façon que x = o pour ^ = o, 
puis 



(If)) ^ 



a / ai2 . , 



Cette valeur de y peut s'écrire successivement en se servant des 
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relations (65) et (64) du n® 44 

p'- 

(.7) ^^^^ = ^. 

« p(.-0-pîJ 

A, yo désignant des constantes et y^ étant la valeur que prend y 
pour ^ = o. 

173. Intervalle dans lequel il suffit de faire varier t, — En 
tenant compte de la périodicité des fonctions de t qui figurent 
dans les expressions de x et de y^ cherchons dans quel intervalle 
il suffit de faire varier la variable réelle t. 

Quand on change ^ en ^ H ^^ y i^e change pas, x augmente 

de la quantité constante ^h définie par l'égalité 

(l8) " = Î(^2 + ^2W'2)= «(^3— >)1-H eîW'j), 

où Ton a posé 

TQl=Ç((Oi), TQ3= ^(0)3). 

Il suffit de faire varier ^ de ^0 à ^oH ^- Si l'on change t en 

— t^ y ne change pas, x change de signe. Donc si l'on faisait 
varier f de :^ à H 1^ » la branche de courbe ainsi obtenue serait 

symétrique par rapport à Oy\ il suffit de faire varier ^ de o à -:^« 
On peut encore restreindre cet intervalle; soient t^ et ti deux 
valeurs de t ayant pour demi-somme -A 



•2i 'Il 



soient X\ , y\ et;r2, yi les coordonnées des points correspondants, 
on a 

7i-»-rî= O' -(071-1-3:2)= A, 



Vj6 CHAPItRI IX. 

h étutt U constante |définie par VépHU (18). Donc, li Ton &ûut 
varier f de o & -4. U briDche de courbe aioai obteuoe aurait pour 
centre le point ^= o, «= A : U suffît «Je faire varier (de o à— .• 
Considérons les points de U coarbe qoi correspondent aox va- 
leurs extrêmes de cet intervalle fo, ^ V Pour /:=-^on û. jr^o 
d'après la formule (16] et 

^ = i(Cw»— ;»,-i-»;«0 = -' 

d'après la formule (1 S). Ce point j'^ o, x^lt est le cenire dont 
nous venons de constater Texistence. Ce point est en même temps 
un point d'inflexion, comme cela résulte de la formule 

P * 

Pour t^o, on a « = et_>'=:^i. Cherchons la tangente ao 

point correspondant de la courbe. Si l'on fait u = + ù dans 

les égalités (7) et (1 1), elles deviennent 

jS-H?-")-Kt-')]. 

On voilque, pour f :=o, ^ est nul et -jr est égala 'i(p~ — pf^nji 
quantité plus grande que zéro. Donc la tangente est parallèle à 0:r, 
c'est-à-dire à la direction de la force élastique ; de plus, comme Oy 
est un axe de symétrie, le point correspondant à 2 = o est un 
sommet. 

174. Construction de la courbe. — Supposons niaintenantque/ 
croit de o à — ? ■ A cause de l'égalité 
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S va constamment en croissant. L'égalité 
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yo _ 



,0)2 



a 



p(.V)-pîJ 



montre que y va sans cesse en décroissant; nous avons déjà re- 
marqué que y pari de jko pour arriver à zéro; il en résulte que yo 
est positif et que la valeur absolue de^ décroît constamment. 
Pour voir comment varie x reportons-nous à l'égalité (20) qui 



dx 



donne la valeur de -77 • Puisque la valeur absolue de y va sans 



dx 



cesse en décroissant, il en est de même de -j-* Pour ^:= o, la va- 

' dt ' 

leur de -^ est positive; pour t= -A, y étant nul, -j- est égal 



dx 



à — 3^2» Donc si Ton a €2<Co, -^- est constamment positive, si 

Ton a e2> o^ -Tj décroît constamment depuis une valeur positive 
jusqu'à une valeur négative et change une fois de signe dans l'in- 
tervalle ( 0, — ? j- En faisant varier t au dehors de cet intervalle, 

on a des arcs de courbes se déduisant du précédent par symétrie 
par rapport à Oy et par rapport à des centres situés sur Ox ayant 
pour abscisses di A, ii= 2/i, . . . , ih nh. 

Nous pouvons maintenant reconnaître la forme de la courbe en 
supposant successivement que 62 est négatif, nul ou positif. 



Fig. 21. 



Fig. 22. 



Fig. 23. 






Ces trois cas conduisent aux formes àes fig. 21, 22 et 28. Dans 
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i*Jtg- i4(I)iP- i84>on A reprétfoU' seulement un arc tel que 
V*rea\ba, Atïtfig, ai. Dau ctni nouvelles ligures nous suppo- 
«HI8 l'axe Oy horisoDlal. 

n. — Mmi MnlT CIURGK DSBOIT. 

175. ÉMMWé de la qnaatloa. — Une verge élastique droite, dans 
Bon état oatnrel, estencastrfe verliciilemenl A l'une de ses extré- 
mités Ma- L'aatre extrémité H, supporte un poids P. On demande 
la forme de la ver^ élastique dans la position d'éqoilibre. 

Ce problème est an cas particalîn- da précédent. Dans le cas 
actuel, il n'y a pas de couple appliqué en M| : le moment fléchissant 
en ce point, - est donc nul, p est infini; le point Ui «stsBpoiBt 
d'inflexion. Au même point H| la force élastique est directement 
opposée au poids P : elle est donc verticale et dirigée de bas en 
haut. En H), d'après la façon dont la tige est supposée aicastrée, 
la tangente est verticale, et par suite parallèle à la force élastique. 
D'après ce que nous avons vu n" 173, le point H« est on sommet 
tel que a {fig- ai, 22, aS). 

On pourra donc prendre les valeurs suivantes du paramètre ( : 
l = o, pour le point M«, 

( = (îrt-i-i)— ?i pour le point M|, 

n désignant un nombre entier et positif. Soit / la longueur de 
l'arc M(,M, ; puisque ds =■ -ç. dt, on devra avoir 



Écrivons maintenant que la force élastique est égale et direc- 
tement opposée au poids P et rappelons-nous que, en mettant le 
problème en équation, nous avons posé (n" 126) 



Nous trouvons comme nouvelle condition 
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carT, qui est constant tout le long de la fibre moyenne du prisme, 
est ici égale à P. 

176. Nombre de solutions. — Entre les deux égalités (i) et (2) 
éliminons a et remplaçons C par sa valeur 

Q =2/(62— ei)(e2— 63), 
nous trouvons la condition 

qui ne dépend plus que des éléments elliptiques et des données 
numériques qui définissent Texpérience. La discussion de cette 
égalité nous conduira au nombre des solutions du problème. 
Cette égalité peut s'écrire 

«) Bûl^-(^)V(..-«.K....... 

Or, nous avons vu (n<* 138) que l'on a 






k\ étant une quantité réelle comprise entre o et i, et p ayant pour 
valeur 

p =v/(ej — ei)(e2— 63), 

comme on le voit en multipliant membre à membre les expressions 
de e-i — e\ et e^ — e^ du n** 138. Le deuxième membre de l'équa- 
tion (4) est donc le carré de l'expression 



TC 



2 r2 <fcp 

'^ X /i — A-'i« sin! 



? 



qui est supérieure à 1, car elle croît constamment de i à 00 
quand k'^ croît de o à i. D'après cela, l'équation de condition (4) 
donne pour k"^ une seule valeur comprise entre o et 1 si l'on a 



>i, 



B(2 «-1-1)271* 
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Si dooc — t/s eit compris entre (av4-i) cl 
faisant sncceBsiTemeat 



OD aara v éqaatiODS en ^''admettant ckacaneaRe racine comprise 
entre o et i et, par suite, il y aura y positions d'équilibre. Si 
l'on a " 




Vi/I< 



il n'existe plas de valeor de k'* comprise entre o et i; îl n'j a plus 
de forme d'équilibre autre que la ligne droite. Dans ce cai, le 
prisme droit chaîné debout est en équilibre stable. 

III. — CODBBB iUSTIQDI PLANB SOUS ^BKBSION NOMULB DMIVOBIIK. 

177. tinoaoé et mite en équation. — Il s'agît de trouver la 
figure d'équilibre d'une verge élastique qui dans son état naturel 
était de forme rectiligue ou circulaire et qui est soumise à l'action 
de forces définies de la façon suivante : A chacune des extrémités 
de l'élastique agissent une force et un couple; en outre, sur 
chaque élément de l'arc ai^it une pression normale à l'élément, 
contenue dans le plan de la fibre moyenne et proportionnelle à la 
longueur de l'élémenl. Pour se représenler ces données, on peut 
considérer une chaudière cj'lindrique et la verge découpée dans la 
surface de cette chaudière par deux plans perpendiculaires aux 
génératrices du cj-lindre et très voisins l'un de l'autre. Ce pro- 
blème a été résolu par M. Maurice Lévj. 

Soient Fg et M,, la force et le moment du couple qui agissent 
sur la verge à l'une de ses extrémités A^. Si l'on coupait l'élastique 
en l'un de ses points A il faudrait, pour maintenir l'équilibre, intro- 
duire une force et un couple. Soient F la force et M le moment 
du couple. Pour définir avec précision la pression sur un élément 
d'arc, comptons sur la courbe l'arc s à partir d'une origine fixe 
dans un sens déterminé et rapportons la courbe à deux axes rectan- 
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gulaires Ox et Oy. Soient St l'arc qui correspond à un point A| 
de la courbe, dst un élément d'arc compté à partir de ce point, 
ai l'angle que fait Ox avec la tangente en A<, cette tangente étant 
menée dans le sens où l'arc va en croissant. 

La pression qui s'exerce sur l'élément dst a pour intensité p ds\ , 
p désignant une constante : nous la regarderons comme positive 

lorsqu'elle s'exerce dans le sens a^ + - de sorte que ses projec- 
tions sur les deux axes sont 

jD ûf^i cos f ai H — \j p ds isxïil ai -\- -U 

ou bien 

— /?</5isinai, p dsiCOSOLi, 
ou bien 

—pdyu pdxi. 

Exprimons que les forces agissant sur l'élément AqA se font 
équilibre. 

Nous écrirons d'abord que la somme des projections des forces 
sur chacun des deux axes est nulle. Nous avons, en désignant 
par X, Y les projections de F, par Xq, Yq celles de Fq, 

Y -f- Yo -r- //? dxi = o. 
Ces égalités peuvent s'écrire 

i Y=— /?(ar— a), 

en désignant par x, y les coordonnées du point A et par a et 6 
des constantes. Elles expriment que la perpendiculaire menée en A 
à la direction de la force va passer par un point O' de coordonnées 
a et 6, qui reste fixe quand on fait varier la position du point A. 
Ce point se nomme centre des forces élastiques. 

Nous prendrons ce point O' comme nouvelle origine en trans- 
portant les axes parallèlement à eux-mêmes. Alors les projections 
de F deviennent 
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et son moment par rapport «n ]>oint O' esl 

on * ainu l'intensité et le sens At: U forne F. 

Noas allons écrire maintenant (|uc la somme des moments par 
rapport an point Œ est nulle. D'uprés la ihéorie do réiasticité, le 
moment M da couple tjn'il faui joitulre à la force F pour avoir 
TactioD exercée en A sur Tare A» A est donné par la formule 

m désignant an facteur constant et positif, f le rajon de conriinre 
en A dans la position d'équilibre considérée, c'est-i-dire.^r p«Ie 
rs;oo de courbure au point A dans la position naturelle. 

D'autre part, le moment de la pression s'exerçaat sur l'élé- 
ment dst , ajant pour coordonnées ^i^yu est 

p(a!idx,-i-}',dyi)=p-^; 

les moments de la force et do couple correspondant au point A« 
sont des constantes. On a donc, en écrivant que la somme des 
momenls des forces appliquées à l'arc A«A est nulle, 

ml )_or'+— / dr] = consl., 

Vp Po/ ■iJr, 

ou, en modifiant la valeur de la consianie, 

L'égalité résolue par rapport à - est de la forme 

P 
A ei B désignant des conslanles. En particulier A ^ — • de sorte 
que A est positif; B peut avoir un signe quelconque ; les coefficients 
numériques ont été mis pour simplifier l'écriture dans tes calculs 
suivants. 

Cette égalité peut être considérée comme une équation difié- 
rentielle définissant la courbe élastique 
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178. Tableau de formules. {Courbe élastique sous pression normale 

constante.) 

(4) - = 4A/'î+4B, 

P 



(5) 



dir^ 



ds] 



p r dr 



(6) _i_|iZ =2Ar'+2B, 

//A 

(7) /ï— = Ar^-hîiBrî+G, ûr5î= c?rî-h /•» rfô* 

(8) I /^y = r»— (Ar*+2Br«-hC)«, 
(9) 

(10) 



rfe 


A/' 


*H-2B 


/'*+ 


G 


é/^ 




/•* 




j 


-s : 


I 


p'w 


> 





(II) 



2 pa — pp 
( z^— 3p(^ =[pM — p(^] -f-[p(M-l-p) — pp], 

(12) Z=.(32-3pp)2-2(pV — 25pV) = [pi*~p(w4-P)]2, 

(13) 2(pV — 2>3pV) = 7-2, 

on supposera o <,i><, (à, pt'>^i, p'p<o, p''i'>o. 
(i5) /•»- (Ar^-f-Br2-f-G)«=-[pw— p(M + p)]2 = ~/'^y, 

(l6) ûfw = j-y 

(17) A/''»-t-2Br2-h G = [pw — pp]-l-[p(w + p)— pp], 

(18) '^^zrr.= ^ ■ ^ 



c?a pw — pç' p(u-^v) — pi> 
//fi 

(19) -^li—= ^(u-hv) — Ç(m — p) — 2Çi^ 

-4-Ç(M-l-2P)— Ç(a) — 2^^^, 

(21) u = — itj 

2 

(22) r2 = I p ^^ 4- iVJ - pc;J ^p (J. _ If j — pi'J , 

<^"S-jK^")*<;-'')]-;Kt*'')*<t-')]-'5- 
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179. i B légTlI t o n par 1m fonctions elliptiqDeB. — Nous alloas 
d'abord éUblîr une formule donminl le rayon de courbure d'une 
coarbe définie eo coordonnées poUîros 



On «, en ^et, en désignant jtar k l'angle àe la tangcole avec 
0«: 

r*M=i r ily — y dx. 







^I- 


»sin 


.-j-to... 


i(rty 


[«cosa 


......,J 




oa cdBii 










(S) 




I _ 

P 





4)r 



D'après celle formule, l'éqaalion différentielle de la conrbe 
peul s'écrire 

En intégraDt et en désignant par C une nouvelle constanie 



En élevant au carré les deux membres de celle égalité (7) et 
en nous servant de la formule 

nous pourrons éliminer à^. Nous trouverons ainsi l'équation 

(8) ifË^^'^r'-CAr'+îBr'+C)', 



(jui définît ;■* comme fonction elliptique de l'arc s. L'angle 9 est 
ensuite déterminé par la formule 
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On définit ainsi les coordonnées polaires r et 6 d'un point de la 
courbe en fonclion de la variable s. Le calcul effectif est dû à 
Halphen. 

180. Inversion. — On a vu, en étudiant Tinversion (n® 157), 
que si l'on pose 

(lo) z= ~ ^ ^—y 

1 pu — pv 

on a 

j P>-2^pV = 2[ptt — pp][p(M-hP) — pp], 

/ z^— 3pv =(pu — pç)-h[p{u -h v) - pv], 

I 

de sorte que 

(12) Z ={z^ — ^pvY— lip" V — izp' v) = [pu — p{u -\- v)Y, 

et par suite z et y/Z s'expriment en fonction uniforme de u. 
Si Ton pose 

(i3) 2(p''p — izp'v)= r', 

le polynôme Z se ramène à la forme 

(A'r*-i-2B'rî-hG')2— /'S 
et pour identifier ce polynôme en r- avec celui qui donne 
— j\—r-) (éq. 8) il suffit de poser 

A'=A, B'=B, C'=G. 
Le calcul n'offre aucune difficulté et Ton trouve 

/ p^P \2 

ou, en résolvant par rapport à pp, p'p, p"p, 

(.4) P'^.= ^. P'''=-^' 3p. = 51:^. 

Si, dans les relations qui existent entre pp, p' v et p"v, on rem- 
place ces quantités parleurs valeurs tirées de (i4) on aura 5^2 et ^3. 
Nous supposerons les données choisies de façon que le discrimi- 
nant soit positif; les valeurs de pi' et de p'i^ sont réelles puisque A 
est positif et l'on peut arbitrairement choisir le signe de p'ç. Nous 



A=.A^, 6=-^"" 




Il comple 
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eiamtoeroDi senlemeiil le cts oA v ntisbît à ta condition 

de lorteqDe l'on « 

pp>«i, p'f<o, jfv>o. 

Les éliment* eUiptiqnes étant ainsi fixét, oa a, c 
dei ^•litfa'(ta},(i3) el (lo), 

(i5) r»— (Ar*+aB#*+C>»=— (pu — |H« r 

Il en résulte 

r«-(Ar*+aBr»-hC)« = -(j^y- 

Mais le premier membre estégal ijt-^j d'après VéyiMÛoo Jil- 
férentielte de la coarbe (éq. 8) : le second membre, d'après la f*- 
lation(i3), est égal à —(■^j' ,6 ''*<■ ' *^ * *'*"'® 

(i6) rf« = -i^. 

* ' ap c 

Cette égalité montre comment est liée à Tare s la variable u que 
nous allons garder comme variable indépendaote. 

Nous avons déjà r^ en fonction de u au moyen des relations (i 3) 
et (i i); pour avoir B il suffit de remplacer r' par sa valeur en 
InnctioD de u dans le second membre de l'équation (9), c'est-à-dire 
dans 

Ar*-HaBr'+C 
r' 

On a d'abord, en tenant compte des relations {i3) et (i4), 

Ar'-h-aBr>-=-C =(;>— Spc); 

puis, en se servant de l'une des relations (1 1), 

(:;) Ar'+2Br=+C = (p«-pO + [p("-*')-p'']. 

U est facile maintenant d'obtenir en fonction de u l'espression 
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dû?6 
e -T- ; on trouve successivement 
au 

p'v du (pw — p(^)[p(a-+-p)— pp] 

(18) 2^:7-= — H— 7 ^ , 

du pu — pç p{u-^ v)—pç 

OU, d'après la formule du n** 44 

(19) ""^*5^ = Ï(w-+-p)~Ç(m— P)— 2ÎP-HÇ(m + 2P)- Çm — 2ÎP. 

Nous avons ainsi r^ et 9 en fonction de u. Réunissons ici les 
deux équations correspondantes, en appelant E une constante : 

I r2 = 4(pM — pp)[p(M-+-p)— pp], ,^^ 

(•ÎO) < ,.,A A^ 1- . r (^U(T(U—Ç) du= J-. 

[ a'(a-+- p) a'(w-h 2P) 

181. Nature des arguments. — L'expression (16) de du en 
fonction de ds montre que u est certainement imaginaire. D'autre 
part, pour que r^ soit réel, il faut que les deux facteurs dont le 
produit donne r^ soient ou tous deux réels ou tous deux ima- 
ginaires conjugués; voyons s'ils peuvent être réels. Si une valeur 
imaginaire de u rend pu réel, elle est, à des périodes près, de la 
forme ix ou w -|- ix^ x étant une valeur réelle ; mais les valeurs de 
cette forme ne rendent pas réel p(«^ + (^) ; elles sont donc à rejeter. 
Il reste à exprimer que pw etp(w + (^) sont imaginaires conjugués. 
Soit u = a-^ bi. D'après la formule d'addition donnée (n<* 45) 
pour la fonction pw, les deux valeurs p[a-{-bi) et p{a — bi) 
sont imaginaires conjuguées : il faut donc que l'on ait 

M-i-P =±(a — bi)-i- 2/71(1) -i- 2 71(1)', 

m el n désignant des nombres entiers, et en égalant les parties 
réelles dans les deux membres 

a-hP=zta-H2/7ito, 

On ne peut pas prendre le signe + puisque (^ n'est pas un multiple 
de 2(1); il faut donc que Ton ait 

•2a -h P r= 2WtO, 
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ce qui donne 

a = on a= t-ti, 

Noos examinerons seulement le premier cas et^ou^i 

(*■> «=_?_,■,. 

t éuai une variable réelle; de sorte que l'on aara 
dtt = — idt, 

et comme on a trouvé (éq. i6) 

, 1^ 

du = — ,- ) 
app 

on a aussi 

rf( = L- d$, 

ap'p 

p'v étant négatif, dt a le même signe qae ds. 

I9â. Intervalle dana lequel U snfflt de &ire varier (. — La 

première des formules (20) montre que r' ne change pas qoand 

on change « en w-i-aw' ou bien / en / -i ?-■ D'autre part -j- est 

une fonction rationnelle de ;■' ; il en est de même pour -r- Il en 
résutie que, pour une valeur donnée de dl, la valeur de d^ ne 
change pas quand on change / en / H r- el, par suite, que l'ac- 
croissement de 6 est le même quand on fait varier f de o à f « ou 
bien de — =- à—. — h'i- Si donc on aconslruilla brahchede courbe 
oblenue en faisant varier { de o à —r- el si on la fait tourner d'un 
angle égal à l'angle des rayons extrêmes, on aura la branche de la 
courbe décrite quand ( varie de — à — .-■ 

D'après cela, il suffit de faire varier / de o à — ;-; mais on peut 
restreindre cet intervalle En faisant u = \- it dans l'ex- 
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pression de r^ on trouve 

(22) f^=j^p(^^+ii)_p.j[p(^î_,<)-p.], 

et l'on vérifie aisément que r^ prend les mêmes valeurs pour 



f I = -T- -I- A et pour 1^= — — h. 

h If 



D'autre part, pour un même accroissement dh les accroisse- 
ments dt^ et dt2 sont de signes contraires; les accroissements 
correspondants d^\ et d^2 sont égaux et de signes contraires 

puisque -j- ne dépend de t que par l'intermédiaire de r^. Donc 
les accroissements que prend 9, quand on fait varier ^ de -r- à -r -h A 
puis de -7- à — — /i, sont égaux et de signes contraires. La courbe 
est symétrique par rapport au rayon qui correspond à ^ = — , et il 



suffit de faire varier i de o à -;-• 



183. Variation de r^. — En tenant compte de la relation (i3) 
entre r' et .3, on a 



dr^ 



du 

ou bien 

dr^ 



, , dz , , d (y p'u — p'p\ 



= ^?'^[?{u-^v)-'pu], 



du 



et, comme on a posé w = it^ 

Sa 

Cherchons les valeurs de t qui annulent le second membre. Pour 
l'une de ces valeurs, on doit avoir, à des périodes près, 

Le signe — est à rejeter, puisque p n'est pas un multiple des 
périodes, et par suite 

lit =■ innu -r- irnà'y 
A. ET L. 19 



*«!*'•{*,__., -,-^ 
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m et n désignant des nombres entiers. Comme 1^ est pnremenl 
imaginaire 

les seules valeurs de i appartenant à Fintenralle f o, -7) V^ ^^^ 

nnlent -^ sont donc les valeurs extrêmes. 

Pour reconnaître celle de ces valeurs qui corr^pond àim mui- 
mum, prenons la dérivée seconde 






=:-4p'.[p'(^-H./)^-p'(?-à)]. 



Pour / = o, le second membre se réduit à — Sp^çp'-; il eêl 



puisque i^ et - étant compris entre o et «o, p'v et pi- sont tous les 
deux négatifs ; c'est donc ^ = o qui correspond an maximum. 
r^ décroit constamment quand avarie de o à -?-• Nous désignerons 

par r\ et r\ les valeurs de r* qui correspondent à<=roetà^=-r- 
184. Variation de l'angle polaire. — Dans la formule 

as 
remplaçons ds par — ^p'v dt, elle devient 



ij>v\ dt] 



*-+-2Br*-f-C; 



le trinôme Ar^+ aBr^-j- Cases racines réelles, puisque, d'après 
Tune des relations (i4)î AC — B^ est du signe dep^ et que pv 
est positif. Voyons d'abord combien ce trinôme a de racines com- 
prises entre r\ et rj. 

L'égalité (17), où l'on remplace u par j- «7, devient 
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En V faisant successivement t = o puis t = -.- on trouve 

Ar5-h2BrJ-HG = 2^p^— ppV 

Arf + 2Brî + G = 2p(--h(ijM — ppj. 

La différence p p(^ est positive, puisque pu décroît, quand 

Il croît de o à (o; la différence p( — h wj — p^ est négative, 

puisque pi- -\- (oj est compris entre €2 et 63 et que p^ est plus 
grand que Ci. Donc ri et rj comprennent une seule racine du 



trinôme. 



Quand t varie de o à-r> r^ décroît constamment de rj à r^, 

//A 

^ change uneseule fois de signe. Comme A est positif et jdV né- 
gatif, on voit que l'on a 

en désignant par f^j ^H^) l^s valeurs de -j- qui correspondent 

af=:oeta^=-r* 

i 

185. Angle des rayons allant à deux sommets consécutifs. — Il 
nous sera utile, pour étudier la forme de la courbe, de connaître 
l'angle des rayons correspondant aux valeurs extrêmes de Tinter- 

valle fo, — j dans lequel nous faisons varier t] cet angle est la 
moitié de l'accroissement que prend 6 quand t varie de o à-^« 

Nous allons faire le calcul en supposant que t varie de tok to-\ — .-• 

Dans la formule (19) qui donne -r-» faisons 11^:= it 

et du = — idi; nous obtenons, en tenant compte de ce que ^u 
est une fonction impaire 



(■23) 



dt 
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2W 



Faisons malnteDant varier / de !§ à ^t H — r- et désignons p«r a^ 
raccroissement de 0, nous aurons 

Le second membre se simpliBe beauconpi si Ton se sen d*une 
formule à laquelle nous serons conduiis en cherchant à éTaluer 
une intégrale de la forme 



f ' 1i(a -t- it) dt. 



a étant une quantité réelle telle que Ton ait 

o< a <2Ctf. 
1 a fonction sous le signe somme est la dérivée de 



Tintégrale définie est 



^Loga'(a-+-iO; 



-rLog 



i <^{a -4- iîq) 

D'après la relation (22) du n" 21 on a 

<3'(a -h fVo-t- 2 0)') 



= — ^2r)'{a-i-//o-f-a)') 



et, par suite, 



n étant un nombre entier qui n'est pas déterminé par le calcul 
précédent. On en conclut 






(?^ 



/ * 2 ri' ar' 
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Dans cette égalité changeons i en — i en remarquant que -:- 



et -V sont réels, il vient 






(26) / ^{a — it)dt = —^a-^^in-k-i)!: ^{ih 



CI)'), 



puis ajoutons membre à membre les égalités (aS) et (26), nous 
obtenons la formule qu'il s'agissait d'établir 






I /* ' ?. T)' 

(27) - I [Ç(a-4- t/)+ Ç(« -— iV)]û?/ = -^a-f-(2/n-i)7r. 

Mais il reste à déterminer le nombre entier n. Cette détermina- 
tion est facile quand a:=(o. En effet la fonction sous le signe 
somme est égale à 



p(«;-p(«^'o 



iX,a\ 



pour a =:(!), elle se réduit à 2^(0, c'est-à-dire à 2 7^; l'égalité précé- 
dente devient 



2 

-T(r^a)' — ajTf)') = (2n -4- 1)1:, 



et l'on en conclut /i = o. Mais quand a varie d'une manière con- 
tinue entre o et 20), le second membre de l'égalité (27) varie 
d'une manière continue, n ne peut changer. Donc /i = o pour 
toute valeur de a comprise entre o et 2(o, et par suite l'on a 



<o-t- 



I r <■ iy\ 

(28) { - / lX,{a-^it)-^X,(^a — it)\dt = -j-a-\-i:, 

o < a < 2w. 

En appliquant la formule précédente à chacune des deux inté- 
grales qui figurent dans l'expression de <}^, nous trouverons enfin 

Cette égalité va nous permettre dé trouver le signe de ^. 

Remarquons que, pour ç? = w, ^ est nul à cause de la relation 




ds o i u. On I 



cette àérivée décroft constsmment qnsnd v croit de o à u; poui 
= u elle est égale à 

j («»"-*- V)- 
Or nous avons troové (n* 99) 

'-*■' — ^2(7^ 

« = i,3, 5, .... 
et l'on voit que Ton a 

-|(«,«'+tl')>o. 

Donc 3^ est positive pour c = u et comme c'est oae fonction 
décroissante dans l'intervalle (o,w), elle est constammentpositne 
dans cet inlervalle. Il en résulte que ^ croit quand p erott de o 

à ct>, et comme ii s'annule pour f ^ c», on a 



Si nous comparons maintenant le signe de ^ et celui de (-77)' 
nous voyons que, quand ( croit de o à —:-, l'angle ô commence par 
croître mais que sa variation totale est négative. Nous avons 
trouvé d'autre part que ^s'annule en changeant de signe pour 
une valeuret une seule deTintervalle (o, -^): soit ('cette valeur; 
la discussion peut se résumer ainsi : 

t croissant de o à ^, Q va constamment en croissant; pour t^^ 
le rayon vecteur est tangent à la courbe ; ( croissant de ï' à -^ > 
l'angle 8 décroît plus qu'il ne s'était accru quant t variait de o à t'. 



. Signe du rayon de courbure. — On a trouvé en commen- 
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çant (éq. 4) l'égalité 

i =4Ar2+4B, 

P 

le second membre est égala deux fois la dérivée prise par rapport 
à r- du triDome Ar*-j- aBr^-f-C, et d'autre part il résulte des 
calculs faits pour l'inversion [formules (i3),(i7) el(i i)] que l'on 
a en même temps 

et 

Dérivons par rapport à r^ les deux membres de la dernière égalité 

dr^ ^p V 

On en déduit, en remplaçant z par sa valeur (lo) en fonction 

de u^ 

î ^ l__ V'u — p'v 

p ip'v pu — pv ' 

Voyons comment varie le signe de - quand t varie de o à 20)'. 

P 

r'^ va sans cesse en décroissant, Ar^ 4- B ne peut s'annuler qu'une 
fois; il nous suffira donc d'avoir les. signes des valeurs de - pour 

r 
w' 1 , . , II 

/ = o et pour t= T-: nous desigrnerons ces valeurs par —et — : 

^ * ^ ^ Po Pi 

pour ^ = o 

V 1^2^ i 

U= , — = X T-y 

2 po P ip V 



pour t -^ -7- 



, p'(l^<^')+p'^ , 



«A = o) , — = ] X 



2 pi / ^ ,\ 2p> 



Les valeurs de — et de — peuvent se simplifier si l'on se sert 
de la relation 



P"ui _ P'Ui-j-p'i^Uj) 
p'Ui pUi — p{2Ui) 
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que l'on déduit de la formate d'additioo 

f'u—p'ui _ p'm-p'(B-H«t) 
pu— pu, pu-j»(u-*-uO ' 

en y fiuMDt tendre u vers Ui.Al'aide de cette relation, on obtient 

(" .pv(; +«■)'' ^> "''■ 

c ëlant compris entre o et u, p'v etpf- sont négatifs, // - pontîf; 
donc on a déjà 

D'antre part, p' ( ^ + *»') étant positif, — est de signe eontiaire k 

Cetteqaantilé peut s'obtenir en substituant p(-+ft>'l dans le 
polynôme du second degré en pu 

et l'on trouve aisément que l'on aura 

"ii-'h- 

si ç satisfait à l'inégalité 

('<" '■(;^"')>-i\/Ç- 

Mais on peut poser 

a étant une quantité réelle comprise entrée et — (yoiV p. io3, n" i); 
l'inégalilé (3o) peut alors s'écrire 

p(^-V-'"')>P(<^ + *"'). 
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et comme p{u -f- w') croît constamment quand u croît de o à (o, 
elle peut être remplacée par la condition 



- > a. 
2 



Il faut donc, quand on étudie le signe de la courbure, distinguer 
les deux cas suivants, en remarquant que (« + (o^) désigne 
l'abscisse du point le plus haut de l'ovale dans la cubique x = pu, 



y = p'u: 



O < P < 2« 



2 a < t^ < 0) 



Po 


>o, 


1 

pi 


<o, 


I 

pi 


>o, 


I 

pi 


>o. 



Il se produit une inflexion de la figure d'équilibre quand v passe 
en décroissant parla valeur ia et il est facile de voir que l'in- 

flexion se produit au point donné par à ^ = — • En effet, la va- 
leur correspondante de u est 



(I) = — a — 0), 

2 



et la valeur correspondante de la fonction p, savoir 

p(a-f-a)'), 

est, d'après la définition même de a, racine de p"(u), de sorte 
que — est égal à zéro, dans le cas particulier {> = 2a, 

187. Forme de la courbe. — Nous avons supposé que (^ satis- 
fait à la condition o<;(^<!w et, dans l'étude de la courbure, nous 
avons été conduits à distinguer deux cas suivant que l'on a 

p<2a ou ('>2a. 



X w 



t 



Dans les deux cas, t croissant de o à -r> l'arc s va constamment 
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en croisunt, le rajon veclear va conataiiuncnt en Hécroissiint et 

les njOB» extrêmes correapondeDt le pnaâerk un maximum el le 

second à on nÙDimam ; l'angle Q commence 

valeur t', pour laquelle le Vayon vecteur est langent ii la courbe; 

paù décroît jnsqa'à une valeur initiale. 

Poar ce qai regarde la conrilure, si f> ari la courbure g- 
contUunment positive, J'aogle a correspond aa sens dans lequel 
crott; c'est précisément te sens dans lequel l'arc de courbe est 
décrit quand t rârie de o i -i-; le rajron de courbure est compté à 
partir de la conri)e dans le sens a -I — • 

Si t>-< aa il y a une inflexion et ai o diffère pen de aa le 
point d'inflexion est dans le voisinage du sommet qui ctutrespMid 

On a alors les deux formes de la courbe, représentas par les 
fig. 34 et a5, dont la première correspond k t>>2aetla deuxième 
à v<.3a. On a représenté par un trait pins fort l'arc décrit 
quand t varie de o à -r > on a marqué par une grande flèche le sens 
de la pression normale, el l'on a tracé aux points aetb des flècltes 
dont le sens indique la direction de la réaction exercée par la 
verge. Ce sens est opposé à celui de la force extérieure qu'il fau- 
drait appliquer pour maintenir l'équilibre (Halphek, p. aao). 



n 



A 



Sens de la pression normale. — En mettant le problème en 
équation nous avons supposé la pression comptée dans le sens 
ot+ -; elle est donc du côté de la convexité dans le voisinage du 
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rajon maximum et, s'il y a inflexion, du côlé de la concavité dans 
le voisinage du rayon minimum. 

[V. — Surfaces homofocales. Coordonnées elliptiques. 

188. Surfaces homofocales à un ellipsoïde et passant par un 
point donné. — Étant donnés trois axes rectangulaires O^, Oy, 
Oz, on appelle surfaces homofocales à un ellipsoïde 

/pî yi ^t 

les surfaces représentées par Téquation 

/p2 y2 z^ 

-^ T7— -+- -. : -1 = 0, 



a^—s b^—s C- — S 



dans laquelle s désigne un paramètre variable. 

Si l'on considère celles de ces surfaces qui passent par un point 
donné P(:ro,^o> ^o) on a, pour déterminer les valeurs correspon- 
dantes du paramètre 5, l'équation 



^0 , yo , '^o_ 



Les racines de cette équation se séparent aisément en substi- 
tuant dans le premier membre des nombres voisins de a^^ b^^ c^ 
et des nombres très grands en valeur absolue. Les signes des ré- 
sultats de la substitution et les places des racines sont indiqués 
par le Tableau suivant, dans lequel e désigne un nombre positif et 
très petit : 



00 



Ignés . . . . 
acines. . . 



a2 — e «2 _j_ 2 • ^2 — £ ^2 -H e 



C'— È c2-j-£ -4- 



00 



Il y a donc trois surfaces homofocales à l'ellipsoïde et passant 
par le point P. La racine \ donne un ellipsoïde réel, la racine (x 
un hyperboloïde à une nappe, la racine v un hyperboloïde à deux 
nappes. 



a* — Il b^ — fi c* — IL 



i = o, 



et CD supprimant le facteur X — {a, on trouve la eondîtion qu'il 

s'agissait de vérifier. Dodc les deux surfaces X et [jl se coupent 
orthogonalement au point P. On peut répéter le même raisonne- 
ment pour les surfaces X et v, ou [x et v. 
La proposition est donc démontrée. 

189. Coordonnées elliptiques. — On peut déterminer un point P 
de l'espace en se donnant les valeurs \ |jl, v des paramètres des 
trois surfaces qui sont homofocales à l'ellipsoïde donné et qui 
passent par ce point; X, [x, v se nomment les coordonnées ellip- 
tiques du point P. Nous avons déjà vu comment s'obtient l'équa- 
tion qui donne \ [x, v quand x^ y, z sont donnés. Calculons 
maintenant x^ y, z en supposant X, [jl, v donnés. 

Dans l'identité 

^' , ^- , -s' _ (5 — X)(5 — fx)(5 — v) 



«2-^5 b^—s C^—s {a^'—s){b^ — s)(c^—s) 

chassons les dénominateurs et faisons tendre s successivement 
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Les trois surfaces homofocales à Tellipsoîde qui fiasseiit par ua 
poiot donné se coupent orthogonalement en ce point* 

Soit P(^,^) s) le point donné, les normalea aux émoL sur* 
faces X et |A qui passent par ce point ont des cosinus directeurs 1 
proportionnels à 

T Y M 

^Tuy^ ptnî' 331' 

X y 9 

a« — fit* 6*— (1 c« — (& 

La condition pour que ces normales soient perpendiculaires est 
«« y* ^ 

Or, en retranchant membre à membre les deux ^[alités 

ar« r« «« 

ar« y* z* 
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vers a*, b^, c^ : nous trouverons 

(a»-X)(e?»-HL)(a^-v) 
(a2_^2)(a2_c2) ' 

190. Longueur d'un arc infiniment petit. — Prenons les dérivées 
logarithmiques des deux membres des formules ci-dessus 

dx d\ du. d'i 

1 = . r- . 



X X — a* (x — a2 V — a^ 
dy dk d]y. â?v 



y X — 6» ]x—b^ V — 6* 
dz d\ dix dy 

et portons les valeurs de dx^ dy, dz ainsi obtenues dans la formule 

ds^ — dx^ -î- dy^ -H <i^», 
nous obtiendrons l'expression de ds'^ en coordonnées elliptiques 

^52= L*û?X2-hM2rffx2-f.N2rfv*, 

L^, par exemple, étant définie par l'égalité 

a?2 y2 ^2 

4^'= (a2_X)« "^ (T2"^^I)ï "^ (c-^-X)2' 

La valeur de 4L^ s'obtient en prenant les dérivées par rapport 
à 5 des deux membres de l'identité 

a:2 ^2 . -^^ _ = (s-— X)(s — fx)(5 — V) 



a'i— 5 62__5 c2— 5 ~" (a2— 5)(62— 5)(C2 — 5)' 

et en faisant ensuite 5 = X; on trouve ainsi 

if*^ (>-~f^)(>--v) 

^ (a2_X)(6«-X)(c2— X)* 

On a donc la formule 

'•*'* ~ (a«->)(62— XKC— X) 

(ti.-X)([x-v) (v_X)rv-(x) 

(a2-|Ji)(.6!-[A)(c*-[ji) 1^ (a2-v)(62-v)(cî— v/" ■ 



GHlPtTKK I 



191. XiM WOfdoBaiM X, |i,v remplacées par des arguments ellip- 
tlqoM. Z>M ooordoanéM osrtMeiuies s'expriment par des fonddons 
imUormM A» OM ngamtnt*. ~- Les viiicurs de J, )-, :; en foac- 
tioD deX, )ji, y contiennent des quiniliti-s irralionnelles par rapport 
iX, |i, v; ce lontleaTtlennqiie prennent les radicaux 



quand on j remptsce i par >, |i on v. Hais nou savons qoe, à l*on 
considire ane fonction pu et les quantités «i, Cj, «■ correspon- 
dantes, chacun des radicaux 

}/pu — ei, l'y» — e», j'pM — «, 

peut £tre remplacé par une fonction uniforme. Nous 
conduits à faire le changement de variable 



ce qui donne 






o»-.= A<pt,-l«.), 




&»-» = A(pu-«,), 




e»-. = A(pu-e,), 


en posant 






«•-1-B=— Ae,, 




é«+B=— Ae,, 




tf«-l-B = -Ae,: 



en ajoutant membre à membre ces dernières égalités on trouve 
l'égalité suivante qui détermine B 

aï+iî-i-c'+3B = o; 

B étant connu, e,, e-i, e^ sont déterminés, à un facteur près de 
proportionnalité et les valeurs des invariants g^ et g^ en résultent. 
A reste indéterminé; nous supposerons A positif et nous le rem- 
placerons par p' pour que l'ccriture soit simplifiée quand nous 
. extrairons les racines. 

En définitive, les invariants de la fonction pu résultant des éga- 
lités 






si l'on pose 
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a'2 -4- b^ H- C2 
P'P^= 5 *= 



on a 



a*— 5 = p2(pu — Cl), 

62—5 = p2(pu — Cj), 

c*— 5 —- p*(pu — es). 

Remarquons de suite que e^, ^2, ez étant réels nous sommes 
dans le cas du discriminant positif. 

Soient w, ç^, ^v des arguments tels que pu^ pç, piv soient les 
valeurs de pu quand s égale X, [x, v; comme les signes de 

P^ — ei, pj — ^2, pu — ^3 

se déduisent immédiatement des signes de. 

a^—s, b^—s, c^—s, 

on trouve aisément que les nombres 

pu, eu pv, «2, pw, es 

sont rangés par ordre de grandeur décroissante. D'après cela u 
et (V — iù' sont réels, v — (o est purement imaginaire. 

Ce sont ces arguments w, v, w que nous voulons considérer à 
la place de X, [x, v. 

Transformons les formules qui donnent x^, y^^ z^ en intro- 
duisant ces arguments elliptiques : elles deviennent 

,^2= ipu — ei)(p\^ — ex){pw — ex) 

(ei— e2)(ei — es) 
2 ^2 3= (P^ — g2)(pt^ — g2)(pt^ — gg) 

(«2— gl)(«2— «s) 
2^2= (P^ — g3)(P<^ — g3)(P«^ — ga) . 

(«3 — gi)(g3— ^2; 

On peut maintenant extraire les racines en se servant des for- 
mules du n** 48 : on trouve 

pa: = A2-i i î— , A = e ^ Co), 

— -Yi''a)'' 

-- „ 0^2 W 0^2 1^ 3*2 W B = <? 2 Q'(o* 

'^'^ <ÏU^i^(^W CD* =0)4-0)', Y)''=73-f-T/, 

02 = 0^-— — - — - — ? C = e 2 /j'ty ^ 
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Quand on change le signe de l'on des ar^ments u, i\ 
trois coordonnées x, y, s changent de sigoe, le point P e^t rem- I 
placé par son sjrmétriqne par rapport i l'origme. 

Les formules (voir a' 48) . _,^ 

3-{ii-t-aoti) *«' XI 

cr(u+'j«U|L) tf u ' 

oîi l'on suppose 

montrent <]ue, quand on ajoute une période à ron des u^fiunents, 
on remplace le point P par son symétrique par rapport i l'au 



V. — ÂPPUCATION A LA TH^UB DB LA CBALBCa. 

192. Z<ea «urfocM homofooalss & nu ellipsoïde sont dai snrfacat 
taotharmet. Ohaenn des argmoents u, p, w est un panmMre tiier- 
mométrlqne. — Si l'on considère les points d'un espace en équi- 
libre de température, pour chaque pointla lempéralure T est une 
foDction des coordonoées de ce point et l'on démontre que cette 
fonction vérifie l'équation différentiel le 

_ à^ ^ ^T 

On dit que les surfaces d'une famille sont des surfaces iso- 
thermes si la température est la même en tous les points de l'une 
de ces surfaces et ne dépend, par conséquent, que du paramètre 
qui détermine celle surface. 

Il est facile de trouver la condition pour qu'une famille de 
surfaces représentées par l'équation 

dans laquelle X désigne un paramètre variable, soit composée de 
surfaces isothermes. En elTel, si cela a lieu, la température T ne 
dépend des coordonnées x, y, z que par l'intermédiaire de X. 
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Calculons d'après cette remarque les dérivées de T pour les porter 
dans Péquation AT = o 

dx "" d\ dx 
dx^ " d\^ \dx) "^ d\ dx'^' 

"^ L\^/ "^V^/ '^[d^J y'àxKW^'^d^^'^di^)' 

Gomme AT= o, on doit avoir 

dn â^l dil d^T 



dx^ ày^ âz^ dl^ 

(0 - 



/àlY . /0X\2 . /^^y àT 






\dzj â\ 



Ainsi la combinaison des dérivées de X qui est dans le premier 
membre doit être une fonction de X que nous appellerons ^(X). 

Si cette condition est satisfaite, pour calculer T il suffira d'in- 
tégrer l'équation 

Appliquons ce qui précède aux surfaces 

rpt y2 ^2 

Nous poserons 

_ _X^ y^ 22_ 

C.lc„,o,.d-aLord(|)V(^)V(g);. 

En différentiant par rapport à ^ la relation (3) qui définit X 
en fonction de ^, y, z^ on trouve 

dX 



(O 



[x^ y^ 3* 1 ()a 2x _ 

(a-^-X)2 "^ (62-X)2 "^ C^^ITX^J dï "^ ^^^IT "" ^' 

A. ET L. 20 



.^ ■ -'^^^^^^"^^.Tf^?'-^--Wt 
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oa bien 



♦'a)è= " 



et de même 



è» â«--À 



On Cire de là 






(ê)'-(i)'*(ê)'-^- 

Pour avoir t-; dlfférentions par rapport à â? la relation (4) qui 
définit J-; nous trouverons 

ou, en remplaçant j- par sa valeur, 
et de même 

Si nous ajoutons membre à membre ces trois identités, les 
termes du milieu disparaissent et il vient 

et comme nous avons déjà trouvé 

*'«[(i)'-(i)'*(êy]— • 

on a en définitive 

d^l d^ â'-l 



dx^ dy^ dz^ _ f'jl) 
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le second membre est une fonction de X; les surfaces 

X = const. 

sont des surfaces isothermes. 

On peut alors déterminer une fonction de X 

de telle façon que Aw = o. Pour avoir cette fonction m, que Lamé 
appelle le paramètre thermométrique, nous avons à intégrer 
l'équation 



du 2 /( X ) 

di 

En intégrant une première fois et en passant des logarithmes 
aux nombres, on trouve 



(8) du ^ i p 



— 9 



en désignant le facteur constant du second membre par - pour 

simplifier l'écriture dans ce qui suit. Remplaçons /(X) par le pro- 
duit de facteurs linéaires correspondants et intégrons entre — oo 
et X, nous avons 

__p r^ dl ^ 

À est donc une fonction elliptique de u. Faisons comme au 
n° 191 le changement de variable et de notations 

a2— X= pî(pu — ei), 
62— X = pî(pu — 62), 

C*— X = p2(pu — 63), 

la relation devient 



j^^ r ^p f"" 

Jp 2v/(p — ei)(p — e2)(p — ^3) J^ 



d\). 



On voit qu'elle est satisfaite en posant 

M = u; 
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X est donc donne en fonction de u par l'égalité 

* 

A = 1 f^pu. 

On fera correspondre de la même manière un det argumente p 
et (P aux coordonnées p. et v. 
Les surfaces représentées par les équations 

dans lesquelles Uo^ ('of ^o désignent des constantes, se loupent 
orthogonalement, puisque supposer, par exemple, que u a une va* 
leur déterminée revient à fixer une valeur de X. 
On doit donc avoir 

du dç du dç du dp ^ 
dx dx dy dy di d* ~" 

et deux relations analogues. 

Expression du ds* en fonction des arguments u, p, w* — 
Dans la formule trouvée au n® 190 



introduisons les éléments elliptiques : elle devient 

-^ {p^ — pu)(pv — pw) dv^-h(pw — pu)(pw —pv) dw*. 

193. Équation de la chaleur quand les variables sont les argu- 
ments M, p, w. — Lorsque dans l'équation 

AT — ^— — ^^'^ — 

on fait le changement de variables 

u = o{x,y, z), 
V =z^{x,y, z), 



APPLICATIONS DIVERSES. \ SoQ 

si les fonctions cp, ^j;, y^ sont telles que les surfaces obtenues en 
donnant k Uj i^, w des valeurs constantes sont orthogonales et si 

l'on a 

A9 = 0, A^I^ = o, ^x = o» 

Téquation transformée est 

I d^T i d^T I a«T _ 
L* du* "^ M» Iv^ ■*■ N* 5ii^ ~ °' 

L, M, N étant définis par cette condition que la formule défi- 
nissant ds^ est 

ds* = L* du^ -h M2 dv^ -h N» dw^. 

Admettons, pour un instant, ce résultat et appliquons-le au cas où 
les nouvelles coordonnées sont les arguments elliptiques w, ç^ iv. 
Nous trouverons pour l'équation transformée 

I d^T 



{pu—pu){pu — pvp) du^ 

I d^T I d^T 

-] -\ 

ipv'-'pu)(pv — pw) dç^ {pw'-pu)(pw'-pv) dw^ 
OU bien 

Vérifions le résultat que nous venons d'admettre : on a 



= o 



puis 





dT dT du dT dv dT dw 




ôx ^ du dx ' dv dx dw dx 


d^T 
dx* 


_ d*T /duy d*T du dv dT d*u 
"" du* \dx / " ' dudv dx dx ' " du dx* ' 


d^T 
dy* 


_ d*T /duy d*T du dv dT d*u 
"~ du* \dy ) '" dudv dy dy "' du dy* 


d*T 

dz* 


_d*T/duy d*T dudv , dT d^u 
~~ du* \dz ) ' " dudv dz dz " ' du dz* 



En ajoutant membre à membre ces trois égalités, en se rappelant 
que les surfaces 

M = consl., ç'srsconsl., (v = const. 



3io aairtTiB iz. 

•ont orUiogonile* et que I'od a 



Il reste à vérifier que 

(£)'+($)'+(£)' 

et lei deux expreuioDi «Dilogaei se déduisent, cM^ne on l'a 
anooncé, des coefficients du </f* exprimés en fonetioD de «, v, w. 
Or 

m<%)Ht)'-m'[m'<%)'<m- 

on eo remplaçant les deux facteurs da second memltre par les 
expressions (S) et (8) trouvées an n<* 192 



/du\* /âu\* /duY 



■ *'(X) (X — a»)(X — 6*)(X — c») 
Mais, comme 



(f-X)(«-tt)(l 



*'(X)(X-a»)(X-6'KX-c') = (X-n)(X-v). 



Donc 

/àuY /duY /àu\* 

[ai) ^[^) ^[îi) =P'(^ 



-pv)(pu — pw)' 



le facteur p' se retrouve dans les coef6cîenti de -t-t- et t— r-- On a 
donc bien la forme annoncée. 

Ainsi, quand on prend pour nouvelles coordonnées d'un point 
les ai^umeuts elliptiques u, v, (v, l'équation 

AT — ~ ^ ^ - 

dx^ dy* da» ~ 
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devient 

194. Solutions dépendant d'une équation de Lamé. — Essayons 
de satisfaire à l'équation précédente en posant 

F désignant une fonction pour le moment inconnue ; il vient 

(9) { -^(P^-P^)^^^ F(i^)F(u) 

(pu^p.)^^^F(u)Fiç)=o, 

Or si nous supposons que F(u) est une intégrale de l'équation dif- 
férentielle 

— =(Ap^ + B)z, 
où A et B sont des constantes, nous avons 

^|^=(Ap«-t-B)F(«), 

d^Flv) 

-^=(Xp, +B)\F{vl 

^-^A^=(Xp^^B)Fii^), 

et l'équation (9) se réduit à l'identité 

o=F(u)F{v)F(w)[(pv — pw)(Xpu-hB) 

'^{pw — pu){Xpv-^B)-h(pu-'pv)(Apw-hB)]; ^ 
par suite 

AT = o. 

Ainsi on peut construire une fonction T vérifiant l'équation 
AT = o, chaque fois que Ton connaît une intégrale de l'équation 

— =(Apu + B)z, 

où A et B sont deux constantes arbitraires. Lamé a démontré qu'en 
donnant à A une valeur de la forme n{n -{- i), n entier, on peut 



EXIkOIOXI >PI tw Ch 



intégrer l'équation an mojen des fonction 
détermiiutioiiB coDveiMbles de B. £1 nbiie 



I cUiplîques pour des 

II ainsi, pour c)ia<]ue 



.valeur de l'entier n, des solatîoiu purticiil!èr<>s de TOqual 
AT = o, i l'aide desquelles il forme h solution gt'Dtïralc de cette 
équation poar le problème qne non» v<-iion<i de traiter. 

L'équation obtenue en faisant A =: m n ■+■ i)s'uppelle équation 
de Lamé. Nous reviendrons sar cette équation dans le Chapitre XI. 



J 



EXERaCE. 



QaadiUatèrs artlenU. — Soit nn quadrilatère plan articulé deut let 
cAtét ont poar loogoeors a, b, e, d; appcloni s, p, j les aa|^ des e6té> 
0, i, c, parcourus dam nn même Mua de circnlation, avec le cAté d. Bn 
projetant le contonr du quadrilatère sur le cAté d et aar une perpendîm- 
laire i.ce cAté, on a deux relations que l'on pent écrire 

T^i■by-^-eJ^-^-d = o, 



x = eoJ, 



les coordoi 



s = eV. 



En regardant 3:,^, s ce 
première des équatioos (i) représente un plan et la deuxième une surface 
du troisième ordre; leur ensemble rep ré seule donc une cubique plane. Les 
coordonnées d'un point de cette cubique pourront s'exprimer par des fonc- 
lions elliptiques d'un paramèirc u; 

En faisant varier u, on pourra ciudier la déformation du quadrilatère. 

Si le plan ei la surface (1) sont tangents, la cubique devieni unicursale 
et les (onctions/, f, il peuvent éire remplacées par des fonctions ration- 
nelles. (Dabboux. Bulletin des Sciences mathématiques.) 



CHAPITRE X. 

TRANSFORMATION DE LANDEN. 



195. Division par deux de la période 20). — Considérons les 
fonctions de Jacobi 

H(M), Hi(m), e(M), ei(M), 

conslruites avec les deux périodes 2(o, 2 tu', et en même temps les 
fonctions 

construites avec les deux périodes (o et ao)'. On a entre ces fonc- 
tions les relations suivantes, dans lesquelles A désigne un facteur 
constant, 

I H^al-, co'^ = AH(m)Hi(m), 

e(M -, (*>'] = Ae(M) 61(14), 
•h,(.|J,.') = ah.(«^J)h.(„-^), 

La première de ces relations se démontre en remarquant que les 
fonctions 



H^mI^jw'^ et H(m)Hi(m) 



ont relativement aux périodes co et 20)' les multiplicateurs définis 
par les égalités 

/(l^H-CO) =:-/(m), 






}i4 

et «dmetteat les oiémea séroi dans on parallélogramme des pé- 

riodea ; k rapport de et» deux foue^Bs est donc une coosiante. 

Lei trou antres relations se dAdaitent de celle qui donne 

Hf^u ~> tri en j changeant SI 



196. BelaSiraaBteelMniodnlM et entre leenaOt^pliBilnm. — 
Soient it et ^ le module et le moltiplicatenr rom^ndant «nx 
périodes au, ab/; et soient km, g^) le module et le multiplica- 
teur correspondant aux périodes w, a<y. 

' On a, d'après la définition du modale et en tetoant couple des 
rebtions (i), 



^- 



,.(. 



.,(. 






Hais si, dans les formules du n* 75, relatives A l'addition delà demi- 
période u, on fait tt=: 1 on trouve 

on déduit de là successivement 
D'après cela 



(>) 



Cette relation peut encore s'écrire 

(a') ' + *(.)=- 
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D'après la définition même du multiplicateur (n® 92), on a 



^= -/T 



I H'(o) 



gn) = --=. 






/*« 



) e 



(« ï. „■) 



La valeur de g^^^ peut s'écrire successivement 



^(1) = 



I H'(o)H,(o) 



^) e(o)ei(o) 



^(1) = ^ 



v/X: 



(1) 



et, en remplaçant k^i^ par sa valeur tirée de (2), on trouve entre 
les multiplicateurs g et g^^) la relation suivante 



(3) 



^ii) = ^(i-+-^')- 



A parlir de maintenant nous supposerons les quantités w 



tu 



et -r réelles. 



197. Relation entre les intégrales K et K 



(1) 



1Z 



TZ 






siri^cp(i) 



Nous avons déjà remarqué que de l'équation difTérentielie vé- 
rifiée par z -= sn(u] k, g) 



on déduit 



du 



= gs/{i-z^){i-k^z^), 



gdi 



ou bien 



X/(ï 



dz 






On obtiendrait de même 



a> 



^(l)~ — Kft;, 



1 
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et en divisant membre à membre ces deax égéixiu on ttimwe 

pais, en se reportant à la relation (a') entre les modales, 

196. Oaleol de K qoaad k eel donné. — G(meevons^ ^*on ap- 
plique plusieurs fois la transformation précédentet on tronvort 

successivement 

K«K(i,(i-^*,), 



puiS| en multipliant membre à membre USates ces égalités^ 

' K«K<a)(i-*-*(i))(i-h*ct))...(i-4-*(i«), 



comme on a 



on a aussi, quel que soit n, 

ÂT/i est toujours positif; le produit qui est dans le premier membre 
va donc constamment en croissant quand n croît, et comme il est 
constamment inférieur à K, il tend vers une limite quand n aug- 
mente indéfiniment. Il en résulte que k^n) tend vers zéro et par 

suite que K^„) a pour limite -• On a donc 

K = - (i -f- X:(i))(i -t- k^i{) . . .(n- k^„)) ... : 

Cette formule est utile lorsque l'on veut calculer la valeur numé- 
rique de K, en supposant k donné. On la met sous une forme plus 
commode pour les calculs numériques en posant 

k = sinô, 
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ce qui donne, en se reportant à la formule (2), 



317 






puis 



/:(,)= tangï =sine(i), 



on en déduit 



et n-A-(i) = 



I 

cos* - 

2 



X:j2) = tang' -^ = sin 62, 



I -+- X:(,) = 



cos* - ô 

2 



> I ■+■ X:(2) = 



y I H- «"(a) = 



COS2-0,4x 
2 ^ ' 



COS2-6 



(î) 



et par suite 



— „ = cos* - 6 cos' - 6/n cos* - 6/21 .... 
2K 2 2 ^ 2 ' ' 



( Voir DuRÈGE, Théorie der elliptischen Functionen, p. 177.) 
Prenons comme exemple k^z=^^ 8 = 45°. 

Dans ce Tableau de calcul, on a séparé par plusieurs points le 
nombre de son logarithme de sorte que Ton a mis 



N 



au lieu de LogN =. 



De plus les logarithmes à caractéristique négative sont augmentés 
de 10. 



6 = 45^ o'o^oo 



-0 = 22*'3o'o^oo 

-6 9,617 2243 



6 9î965 6i53 



le 

2 



.. 9,234 4486 



e(,) = 9°52'45%4i 

l6n)=4°36'22',70 



tang-6(i) 8,936 65o4. 5 

cos-Ofi) 9>998 3840.1 



^ 2 ^''^. . 7,873 3009.0 



sinO 



(î) 



e(2)=o0 25'4o%74 
-0(2)=o'^i2'5o",37 



l 



tanff -0 
2 



& „ ^(ï) 



COS - 0(2) 
2 ^ ' 



ta 



ng2i0(2,| 
sin 0(3) ) 



7,572 2761 .7 



9j999 9970 « 



5,144 5523.4 



0(3j = O^O'S", COS 0(3) OjOOO 0000, 





CllkPITHi: ^^^H 


""^ co.' ' 








co.»'fl„ 








^^^^1 


aK 


^ ^^^H 


V 


^^^1 


" 




R 


^^^M 




^^^Ê 


Jalcul de la râleur de l'intégralâ ^^^H 




l v'.-*'-'t' ^I 


it a sont donnés. — Soil^ = 5n(u; A\ ^),on a ^^H 




^^^^M 






y« 









de sorte que, u et ^ étant liés par la relation précédente, on a 

on s'assure aisément que 

cn(u;A,j-)=co9<p. 
et 

Considérons en même temps Zi-=. sn(u; k^^^, ffin) ^^ posant 
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on aura 

sn(w; Xr^i), ^(,))= sin<p(,). 

Si maintenant k qI g correspondent aux périodes 2(o, 2(0' et si 
^(M ^^ S{^) correspondent de même aux périodes (o, 2(0', on aura, 
comme nous l'avons vu, 

Alors en prenant le rapport des intégrales dont les Jimites supé- 
rieures sont CD et (f(|), on trouve 






et l'intégrale dont la limite supérieure est cp se trouvera ramenée à 
l'intégrale dont la limite supérieure est <p(i), quand nous aurons ob- 
tenu une relation finie entre <p et (p(i). 

Cette relation, que l'on peut obtenir par des considérations géo- 
métriques, nous sera utile sous la forme 

tang(ç(,)— cp)=X:'tang(j> 
ou bien 

tang?,,-tangcp ^ ^, 

ï-i-tang(ptangcp(i) 
ou encore 

(i -h k') tango 

Pour vérifier cette dernière égalité il suffit de remarquer que 

_ sn w _ 1 H(w) 
°^ ~" cna ~" *//-' Hi(w) 

et de se reporter aux formules (i) du n** 193 donnant H( m — jo>M 
et H< lu — > toM; on trouve ainsi 

/T7- H(iOHi(w) 

''*-""'"°- H(.^;)H(.-f) - 

Transformons le dénominateur du second membre d'après 
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l'ideotité, facile i vérifier, > 

H|(o)h(i. + ;)h(— ï).H|(=)H.(.)-Ui(ï)B|(.). 
noai ponrrona écrire 

/(n;i«.t.,„= H(.)B,(..)Hi(.i 

h-(ï)hi(«)-hi(ï)h.(.) 

OU eo divisant les deux termes du second menai] i 



.parH»(2)B;(«) 



fpg? 



C désignant un facteur constant ; ce facteur se détennine «o divi- 
sant les deux membres p'ar u et faisant ensuite tendre « tcts zéro, 
ce qui donne 

«■ 

En tenant compte enfin de la formule 



tang(ç,i,— d)= A'tango, 

comme nous voulions le vérifier. 

Cela posé, concevons qu'on applique plusieurs fois de suite la 
même transformation en posant pour abréger, d'après Legendre, 



F(9, 



^'^X'Trdfe 
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nous aurons successivement 

et en multipliant membre à membre ces égalités 

*'(?»^)= ^^i f (?(/»)» ^(«)). 

Supposons maintenant que n augmente indéfiniment, nous 
avons vu que kn tend vers zéro et Ton en conclut 

lim F(<Pj„), k^n)) = lim<p(rt). 

Comme d'autre part on a trouvé 

^(i-t-^(i)Kn-^(î))--=K, 

on voit que, en définitive 

F(cp,;t)=^limîi^. 

Pour calculer successivement les angles cp (<), (p(2)j • • • ? ?(«)? • • • > 
nous aurons les formules 

tang((p(i,- (p) = A-' tangcp, X:(,) = ji^jr^ 

tang(«p(,)— cp^iO =^;i)tangcp(,), /:(,,= !^N 



tang(cp(„^ — «P(„_i,) = X:[;j_,, tang<p(„-i), A:(„) = 



— ' ^(/»-i 



) 



ï"+"^(»-i} 



Quand n est très grand k^n) est très petit, comme nous Tavons 
vu; alors A:J^_|, est très voisin de Tunité et l'on a sensiblement 

ou bien 

?(»)= 2cpr»-i); 

A. ET L. 31 



3aa 
alors 



Q8À»IT1B X. 



Î(»1 8B lût:!) . 



D..« » p„U, *W «.«» «dB»».« ,™^ d. ^ ^ ««. 

sensiblement constante et Ton aperçoit ainsi ^e ^ lené vers 
one limite qnand n augmente indéfiniment* . 

Exemple numérique. — (Nous l'empruntons à la Théorie des 
fonctions elliptiques de Durège, p. 178.) 
Soient 

a ^ 

les valeurs données de k* et de f • 
n résulte d'un calcul précédent que l'on a 



aK 



i^ := COSO.. • 
A*|S 008 Oi.. 

k'^ = cosOj. . 



0,07a 0073.8, 

9,849 485o, 
9,993 5ii8, 

9,999 987«-9» 
1,000 0000.0, 



Voici maintenant le calcul des angles <po f 2? fs • 



tango 9,761 4394 

k' 9,849 485o 

tang(çpi— o).. 9,610 9244 

©1 — ç = 22' 12' 27", 59 
tp 1=52* 12' 27', 56 



cp,= 52°i2'27',56 

tangcp, 0,110 4374.9 

k\ 9,993 5ii8 

tang(cp2— <pi). o,io3 9492.0 

02-.cp,= 5i°47'32',58 
cp2 = 104° o' g", i4 



o, = io4'*o'o', 14 



tan^cps o,6o3 2 

^i 9,999 9 

tang(çp5— (pi). o,6o3 2 

?8 — ?î= io4"o'i',4 

<p3 = 208**0'l',4 



On prendra ici comme valeur approchée de lim 2l^ le rapport 



g = i(2o8°o'i''54.) = 93600', 19. 



Pour exprimer cet angle en parties de rayons on divise le 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE X. 323 

nombre de secondes par 206264,8 

Log 93 600', 19 = 4,971 2767.9 
Lo g 206 264', 8 =5, 3i4 4251.3 



9,656 85i5.7 
Log — =0,072 0073.8 



Log F(cp,X:D= 9,728 8589.5 
F(çp, X:) = 0,535 6221 pour (p = 30° et k^= • 

Remarque, — Lorsque le module est devenu très petit le 
calcul des modules suivants peut se simplifier. (Voir Bertrand, 
Calcul intégral, p. 661.) 
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Division de la période ao> par un nombre impair n En posant avec 

Jacobi 3^(a?) = © ( ) vérifier l'identité 

où Ton suppose que, ^(x) correspondant aux périodes 20) et aw', ^{x, q^^) 



20) 



correspond aux périodes — > 20)', et où G désigne un facteur constant. 



n 



On peut remarquer que le premier membre d'une part et ^{xx, q^) 
d'autre part sont deux fonctions qui admettent les mêmes multiplicateurs 
pour les périodes 2(0, 20)' et qui ont les mêmes zéros dans un parallélo- 
gramme des périodes. 

On a une vérification intéressante de l'identité précédente en considérant 
le produit infini qui donne ^{nxy q^), savoir 

C^{nx, q^) = (i — iq"' C0S2/ia7 4- q^'^) 

X (l — 2^3»c0S2/ia7 -t- q^"){\ — 2 5^5'* COS 2/137 H- ^lO/i). . ,^ 

et décomposant chaque facteur de ce produit d'après l'identité suivante 



3a4 IXÎ1QIGB8 8V1 Ll GHÀMTAB xL 

(théorème de Cotes) 

r 

pour 

r 8s o, If 2} •••) n — I, 

oa, ce qai reTient an même puisque n est impair» 

r ' 

— ÏS5 Of If 3f •••> ll~~l» 

D'après cette Térification l'identité résulte de ee qae, daas «m prodoit 
infini absolument convergent, on pent remplacer plasieurs fset^irs par 
leur produit effectué et réciproquement. 

Vérifier la formule 

U Cviie constante et n on nombre 

impair; de plus ii(x) correspondant aux périodes %m ^ ae»', 9rt(ii#y f ") 

correspond aux périodes — > ictt'« 

Des formules des deux exercices précédents déduire la mxmmip 

/inK^n)a; \ _ aK aK / 2ic\ 2K F , aie"! 

sn ( , A:^'»' ) = Gsn — xsn — (a? h ).».sii — |.r-fr-(/i — i) — h 

OÙ l'on suppose que Ar"^ et K^»^ correspondent aux périodes — f 2w' 
comme A: et K correspondent à 2 a> et 2(0' et où G a la valeur constante 



CHAPITRE XI. 

FONCTIONS A MULTIPLICATEURS CONSTANTS OU FONCTIONS 
DOUBLEMENT PÉRIODIQUES DE SECONDE ESPÈCE. 



200. Définitions* — Dans plusieurs questions de Mécanique et 
de Physique mathématique, on est conduit à étudier des fonctions 
uniformes de m, n'admettant à distance finie d'autres singularités 
que des pôles et se reproduisant multipliées par des constantes u. 
ou ^' quand on ajoute à u l'une ou l'autre des périodes aw etaw'. 
L'une quelconque de ces fonctions F (m) vérifie donc deux rela- 
tions de la forme 

F(a-h2(o)= fxF(tt), F(w-t-2U)') = \k'¥{u), 

M. Hermite, qui a fait l'étude des fonctions de cette nature 
{Sur quelques applications des fonctions elliptiques, Gauthier- 
Villars, i885), leur a donné le nom àe fonctions doublement pé- 
riodiques de deuxième espèce; ces fonctions se réduisent aux 
fonctions doublement périodiques ordinaires ou fonctions ellip- 
tiques, quand les deux multiplicateurs constants [x et [jl' se ré- 
duisent à l'unité. Quand les multiplicateurs (x et a' seront donnés, 
nous appellerons les fonctions telles que F(«^), fonctions aux 
multiplicateurs constants *^ et ^] les fonctions elliptiques sont 
alors des fonctions aux multiplicateurs i et i. 

Les relations 

F(M-f-2U)) ={jlF(m), 
F(M-f-2(0') = fx'F(M) 

entraînent évidemment la suivante où m et /i sont des entiers po- 
sitifs, négatifs ou nuls : 

F ( a -h 2 m (0 -h 2 /i (o' ) = jx'" jjl''» F ( w ). 
Il en résulte que, si la fonction F(w) admet un pôle w = a, elle 
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admet comme pAles, au même degré de moltiplieiléi tons les 
points homologaes 



a^t^ji tB a -f- a iftM 4* 2ii«i'. 



Si le résida relatif au pôle a est A, le résidu relatif an p6le €1»^ 
est (a^ia'^ A. De méme^ si la fonction F(«) admet nn séro n = 6, 
elle admet comme zéros, avec le même ordre de mnltipl^té) 
tons les points homologues. 

Exemple. — Voici quelques exemples de ces apuTelles fonc- 
tions. Soient A| a et X des constantesi la fonction* 



M'^^^^ 



4>t>ir 



est une fonction aux multiplicateurs 

Î2E2 

En effet, les relations fondamentales 

H(a-4-2u)) =:-.H(a), 

H(a-+-2a)')=— H(M)e « 

donnent les suivantes : 

h-jXw 



/(a -h 2(0) =/(a)e2^w, 

iTra 



La théorie du pendule sphérique nous fournit un autre exemple 
de ce genre de fonctions. Nous avons trouvé, en effet, pour x-\-iy 
une expression de la forme suivante (p. gS) 

cp(w) = A -^ ^ 1 e>«, 

A, a, 6, X désignant des constantes. Or, d'après les relations fon- 
damentales 

^(a + aa)) = — eîTQ^w+w^o'a, 
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cette fonction ^ vérifie les relations 

c'est donc une fonction aux multiplicateurs constants 

Dans la théorie que nous allons développer, nous supposerons 
les multiplicateurs [x et (jl' donnés et nous formerons les expres- 
sions analytiques des fonctions qui admettent ces multiplicateurs. 
M. Hermite a indiqué, pour ces fonctions, deux formes principales 
correspondant aux deux formes fondamentales des fonctions 
elliptiques. 

L'une de ces formes donne la fonction comme le quotient de 
deux produits de fonctions H ou (S* : elle met en évidence les zéros 
et les pôles de la fonction. L'autre forme est analogue à la for- 
mule de décomposition en éléments simples ; elle met en évidence 
les pôles et les parties principales correspondantes. 

Les seuls éléments analytiques nécessaires pour cette théorie 
sont les fonctions H ou a*. 



I. — DÉCOMPOSITION EN FACTEURS. CONSÉQUENCES. 

201. Expression générale des fonctions à multiplicateurs con- 
stants. — Soit F(m) une fonction aux multiplicateurs constants 
donnés (x et (x'. Par hypothèse cette fonction n'a d'autres points 
singuliers que des pôles à distance finie et vérifie les deux 
équations 

( F(M-f-2a)) ={xF(m), 
^ l F(a-4-2co') = {i'F(a). 

Pour obtenir une première expression de la fonction F(w), re- 
marquons que la fonction particulière 

y \ • /.y \ » H(M — fit) "S 
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considérée dans le noméro précédent, vérifie les rdations 

^^ î /(a -h a**0 = [*'/(«), ^ 

où 

(4) fA=é*Xii, ,A',= é"S 



^4-tW 



On peut toujours disposer des constantes X et a de façon à faire 
prendre à ces mnltiplicateurs des valeurs données à l'avance. En 
effet, |x et [i' étant donnés, on a 

(5) I 

( « = -j-C» Log^'-o.' Logj»), 

Log|x ajant la même détermination dans les deux équations. 

Avec ce choix des constantes X et a, on a, par la formule (a), 
une fonction particulière /*( a) aux multiplicateurs donnés {& et {&'. 
Mais alors, si Ton revient à la fonction générale F(ii) aux mêmes 
multiplicateurs, le quotient 

est une fonction elliptique aux périodes 20) et 20)'. En effet, 
quand u augmente de l'une de ces périodes, F et/ se reproduisent 
multipliées par le même facteur et <^{u) ne change pas. 

On obtient ainsi une première expression générale des fonctions 
aux multiplicateurs constants [x et ^\ en prenant 

F(«) = AeX»î^^^*(„), 

les constantes X et a étant déterminées par les relations (5) et <E> (m) 
désignant une fonction elliptique aux périodes 2to et 2(0'. 

202. Décomposition en facteurs. — La formule de décompo- 
sition en facteurs se déduit immédiatement de ce résultat. En effet, 
la fonction elliptique ^{u) peut se mettre sous la forme suivante 
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(n° 40) 

^ H(w — ai)H(w — a2;...H(w — ar)^ 

avec la condition 

(7) 6iH- 6j-+-. ..H- 6r= «i-H a2-l-' • •-*- ^z- 

La fonction aux multiplicateurs constants (x et ^' peut donc 
s'écrire 

^ ^ ^ ^ H(a) H(m — ai)...H(w — a,.) 

Telle est la formule de décomposition en facteurs. Elle conduit 
aux conséquences suivantes : 

1° Une fonction à multiplicateurs constants possède^ dans 

un parallélogramme des périodes y autant de zéros que dUn- 

Jinis, Gela résulte de ce que, dans la formule (8) ci-dessus, il 

entre autant de fonctions H au numérateur qu'au dénominateur. 

2° Si l'on considère, d'une part, les zéros, d'autre part les 
infinis que possède une fonction aux multiplicateurs [x et [x' 
dans un parallélogramme des périodes, la différence entre la 
somme de ces zéros et la somme de ces infinis est égale à 

-.-(wLogfx'— co'Log(x), 

à des multiples des périodes près. 

En effet, la fonction F(w) définie par la formule (8) a, dans un 
parallélogramme des périodes, des infinis homologues des points 

et des zéros homologues des points 

La différence entre la somme des zéros et celle des infinis est 
donc 

(9) a -h 61 ^- ^2 + •..-+- 6/- — («1+ aj-t-, . .4- ar)~H- 2m (u -h 2/1 oi'; • 
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si Ton tient compte de la rehtion 

é| -♦- éi -4- ••••>- éf ^ «i -♦- tfi -♦••••-♦- Hi^ 

et de U valeur ( 5) de a, on Toit qoe la différatce ctmndérée (9) ^t 

ce qai démontre le théorème. 

Changer les déterminations choisies poor Log|A' et Logfii re- 
vient à modifier les entiers m et n. On pourrait, par exemple, 
choisir les déterminations des deax logarithmes de fii^n à 
annuler m tin. 

Remarque. — Il est évident que la fonction F(ii) donnée par 
la formule (8) n'admet pas nécessairement, d'une manière ^eerîve, 
le pôle II == o : car un des zéros 6|, 61» • • m ^r peut être égal i o 
ou homologue de o. De même, cetle fonction n'admet pas néces- 
sairement le zéro a. 

Les deux théorèmes que nous venons d'énoncer admettent la 
réciproque suivante : 

3** Si Von considère une expression de la forme 

r^u)-uc H(a — a)H(a — ai)...H(a — flr) 

dans laquelle les constantes \ a^ a^^ . . . , «rj b^b\^ . . . , br vé- 
rident les deux relations 

^ = ^Logîx, 
(10) . 

6 -h 6i-f-.,.4-è;. — (a -t-ai-4-...-t-a,.)= -:- (w Logfx' — w'Logfx), 

ITZ 

cette expression F (m) définit une fonction aux multiplica- 
teurs (Ji et (Ji'. C'est ce qu'on vérifie immédiatement en partant des 
relations fondamentales 

H(MH-2a>) =— -H(w), 

H(a-4-2(o') = — H(w)e ^' \ 

Quand les multiplicateurs [x et ^' sont égaux à i, la fonction 
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F (m) devient une fonction elliptique, et la deuxième des rela- 
tions (lo) exprime alors le théorème de Liouville (n** 39). 

203. Nombre minimum de pôles d'une fonction à multiplica- 
teurs constants. — Nous avons vu qu'une fonction elliptique a, au 
moins, deux pôles simples ou un pôle double dans un parallélo- 
gramme des périodes. Il en est autrement pour les fonctions à 
multiplicateurs constants. 

Quand les multiplicateurs pi et ^ sont quelconques et ne 
t'érifient pas la relation 

(il) --(wLogfx' — 0)' Logfx) = o, 

ITZ 

pour des déterminations convenables des logarithmes, toute 
fonction aux multiplicateurs [x et [x' admet au moins un pôle 
s'mple dans un parallélogramme des périodes. 

En effet, si la fonction F(w) donnée par la formule générale (8) 
n'avait pas de pôles, elle n'aurait pas de zéros, et cette fonction 
se réduirait à la fonction 

dont les multiplicateurs 

vérifient la relation (i i) que nous avons écartée. 

Il y a donc au moins un pôle. D'ailleurs, il existe des fonctions 
avec un seul pôle dans un parallélogramme des périodes. Telle est, 
par exemple, la fonction déjà considérée 

où X et a sont déterminés par les équations (5). Cette fonction 
a, comme pôles, le point a= o et les points homologues. Telle 
est encore la fonction 

•'^ ^ H(a — p) ' 
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OÙ V est ane coosunte qaeleooqne; cette foactioii.idniftt, 
pAles, le point u ^ f et les puints homolagucs, 

904. FoaetloBi ft malt^UiMtaan ipédmx. — Nous dirons que 
les inuUiplicatears [i. et ^' sont tpiciaux quand iU véTifient i 
relation de la forme 

utLogli'— (•'Loffi" 

pour une détermination convenable des l<^ritlinies. Dans ce cas, 
il existe une fonction partout finie dans on parallélogramnie des 
périodes et admettant les deux mnlliplicateors : cette fonction est 

Ael", 

X étant déterminé par les denx relations compatibles 

su au' 

La fonction la plus ^nérale F( u) anx multiplicateurs spéeianx ja 
et u' est alors 

F(h) = Ab^«(u), 

4(u) désignant nut fonction elliptiqae. Une fonction dlîptîque, 

non réduite à une coDstante, a au moins deux pâles simples ou un 
pôle double dans un parallélogramme; donc, si la fonction F(h) 
ne se réduit pas à une simple exponentielle Ae^", elle admet dans 
un parallélogramme au moins deux pAles simples ou un pôle 
double. Telles sont les fonctions 

ei«sniu. ei-<'[7.(u-a)~Z{u — b)\, 

n. — DÉCOMPOSITION EN ÉLÉHENTS SIMPLES. 

205. Élément simple. — Reprenons la fonction 

9 constantes X et a étant déterminées par lei 
X = ^Logti, 

"=^ ^(oLog[x'— io'Log|x). 
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Ecartons le cas des multiplicateurs spéciaux étudié dans le dernier 
numéro. Alors a n'est pas homologue de zéro et la fonction f{u) 
devient eOfectivement infinie au point e^ = o et aux points homo- 
logues. Déterminons la constante A de telle façon que le résidu 
de /"(w) relatif au pôle u = o soit égal à i. Pour cela, il suffit 
d'écrire que le produit u/{u) est égal à i pour u = o. On a ainsi 

AH(a) _ H'(o) 

'" H'(o) ' H(a) 

et la fonction /(u) devient 

('^> •^("> = H(a)H(u) ^ '^- 

Cette fonction /(u) constitue l'élément simple introduit par 
M. Hermite pour obtenir la deuxième expression générale des 
fonctions aux multiplicateurs jx et jx'. Elle vérifie les deux relations 

elle admet comme pôle simple le point w = o et les points homo- 
logues. Au point u = o son résidu est i ; au point «=2m(o4-2n(o', 
m et 71 étant des entiers quelconques, son résidu est (x'^jx'", comme 
il résulte de l'équation 

« 

/(m -4- 2 WO) -h 2/10)')= fX'»JJL'«/(w), 

conséquence immédiate des relations (i3). Si dans ces relations on 
change e^ en e^ — v, ç désignant une quantité quelconque indé- 
pendante de u, ou a aussi 

I /(a - i; + 2w) = {X /(a — P), 

La fonction 

n^^ f(u ,> H-(o)H(a-P-~«) v_, 
(i5) /(M-p)- H(a)H(a-i>) ^ 

regardée comme fonction de u, a donc les mêmes multiplicateurs (x 
et (x' que/(w) : elle admet comme pôles simples le point m == t^ et 
les points homologues, le point w = (^ avec le résidu 4- i . 
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n est inlëressant de voir quelles sont les propriélés de cette 
même foiictioii/(ii — v) considérée comme foncttoii de p. Si dans 
les relations (i4) on change a. en u — a«d on obtiwi denx nou- 
velles relations qne nous écrirona comme il suit * 

Ces relations montrent que /(a — v) considéré comme fonction 

de p est une fonction aux multiplicateurs inverses - et -7* Cette 

fonction de v admet comme pôles simples le point p =5 u et les 
points homologues, le point v=:u avec le résidu — i • On vérifie, 
en effet, immédiatement, que le produit (p — ^)/{^ — ^) tend 
vers — I quand v tend vers u* 

206. Formule de décooiiyositioii. Caa des p^Oea alaq^lea. — Soit 
une fonction F{u) aux maitiplicateurs non spéciaux (& et {&'• Sup- 
posons d'abord qne cette fonction n'ait que des pôles simples ho- 
mologaes respectivement de certains points 

et soient 

les résidus de F(w) aux points a, 6, ...,/. 
Considérons la difTérence 

W(u)=F(u)-Xf(u-a)—Bf(U'-b) — ...- L/(w — /). 

Nous allons montrer que cette difTérence est identiquement nulle. 
En effet, W(w) est une fonction^ aux multiplicateurs (Jiet [x', car 
elle est une somme de fonctions F(u)^ — ^/(^ — ^)> • •• ad- 
mettant séparément ces multiplicateurs. En outre, cette fonction 
W(u) est Jinie pour toutes les valeurs de u, car, dans le voisinage 
de u = a, par exemple, on a, par hypothèse, 

A 

F(w)= h fonction résrulière; 
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de plus, d'après les propriétés de la fonction y(w — (^), on a, dans 
le voisinage de u = a, 

f{u)= h fonction régulière ; 

enfin les autres termes /(u — b). . ./(w — /) sont des fonctions 
régulières au point u = a. Dans la combinaison qui donne ^(u) 

les termes en disparaissent et ^(u) est finie pour u = a. Il 

en est de même des autres points u = b, . . . , ^^ = / et des points 
homologues. 

Ainsi ^(u) est une fonction aux multiplicateurs non spéciaux 
[JL et [a', n^ admettant plus aucun pôle à distance finie. Mais une 
telle fonction ne peut pas exister (n® 203) : donc W(m) est iden- 
tiquement nulle. On a alors la formule 

(i6) F{u)=Xf{u — a)-hBf{u — b)-{-...-hLf(u^l). 

C'est la formule de décomposition en éléments simples, mettant 
en évidence les pôles non homologues a, 6, . . ., / et les résidus 
correspondants. Chaque terme de cette formule est une fonction 
de u aux multiplicateurs [à et [jl' admettant dans un parallélo- 
gramme un seul pôle simple. 

Inversement toute expression de la forme (i6) dans laquelle a, 
6, ..., / sont des points non homologues deux à deux et A, B, ..., L 
des constantes quelconques, est une fonction aux multiplicateurs 
[À et (Ji', ayant comme pôles les points a, b, . . . , / et leurs homo- 
logues, les résidus relatifs aux points a^ b, . , ,, l étant A, B, • . . , L. 

D'après cela, on peut choisir arbitrairement les résidus A, 
B, . . . , L : il n'existe entre eux aucune relation nécessaire. Il y a 
donc là une différence avec les fonctions elliptiques pour lesquelles 
Ja somme des résidus est nulle. 

Exemple de décomposition. — Soit 
a et b étant deux constantes non homologues entre elles et non 
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homologues de o. Cette fonctioii admet les molttjfdiiéaleiirs 

« 

comme il résalle des propriétés fondamentales de la fonction H; 
elle admet comme pôles les points a et 6 et les points liomologoes. 
Construisons l'élément simple correspondant 



H'(o)H(ii-Jt) . 



en choisissant X et a de façon que cette fonction admette les mêmes 
multiplicateurs {& et }tf. Il suffit de prendre 

> = ©, «=— (a4-6); 

l'élément simple est donc 

-, ._ H7o)H(M-ha-l-6) 
•'^'*^~" H(a-i-6)H(ii) 

Les résidus de la fonction à décomposer F (a), relatifs aux deux 
pôles non homologues a et 6, sont 

. __ H«(a) _ H«(ô) 

H'(o)H(a -6)' H'(o)H(6 — «/ 

pour les oblenlr, il suffit de chercher les limites des deux produits 
(u — a)F(w) et (u — b)F{u) pour u=za ei u = b. 
La formule de décomposition est donc 

F(a)=A/(M-a)^-B/(a — ^>), 
ou, en écrivant tous les termes explicitement 

U{u — a)U{u — b) 

207. Cas des pôles multiples. — Le même raisonnement nous 
donnera la formule dans le cas des pôles multiples. Supposons que 
la fonction F(w) aux multiplicateurs non spéciaux jjl et |jl' ad- 
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metle comme pôles les points a, b, , , ,, l non homologues; et 
supposons que les parties principales relatives à ces pôles soient 
respectivement 

/ X A. A| A, Aa_i 

• ^ u — a {u — ay. (u — ay {u — a)^ 

, . B B, B, Ba-i 

?»(")= JTZb ^ (u^by ^ {u^by ■^•••■^ {u-b)^' 



Si l'on désigne par/',/", ... les dérivées successives de/(w), la 
différence 

»F(m)=F(w)— [a/Cm — a)— Ai/'(w — a)+— /"(m — «) 

[_ I • 2 



est encore identiquement nulle : en effet, dans le voisinage de 
u = a par exemple, on a 

f{u — a) = -+- fonction régulière, 

f'(u — a)=— r;; H- fonction régulière, 

•^ ^ ' (u — ay ° 

fiu — a)=- -, '- — TT + fonction régulière. 



Aa-i)(M — a) = (—!)»-* -V—- ^:r^ -4- fonction régulière. 

Donc 

A/(w-a)-Ai/'(w-«)-h 7-^ /'(" — «) + ... 

_^ lZ_2 «zl /"(a-D^j^ — a)= ©i(w)-i- fonction régulière. 

1 .2 . .a — I * 

A. ET L. 22 



■ ■ t « • ' . * 
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0>miiie dans le voisinage de ii = a» on a aassi| par hjpodièse, 

F(ii)ss ft(tt)-^ fonction régvttère; 

on voit que V{u) est régulière au point a; il en est de mène des 
autres points 6, . • ^^ / et des points liomologues* Cette différence 
W( u) est donc une fonction aux multiplicateurs non spéciaux (t 
ei {&' n^ ayant plus aucun pôle à dUtcmce finie* Gomme une telle 
fonction ne peut pas exister (n® SOS), V{u) est idoitiquement 
nulle et l'on a la formule de décomposition 



(i8) 






la somme étant étendue à tous les p61es non liom<d<^;ues. 

Réciproquement, toute expression de cette forme, dans laquelle 
les coefficients A, A*i , . • . , Aa.i , • • • sont choisis arbitrairement, est 
une fonction aux multiplicateurs {& et {&'• 

On voit l'analogie de cette formule avec celle que M. Hermite a 
donnée pour les fonctions elliptiques et que nous avons établie 
au n^ 26 par un raisonnement presque identique. 

Exemple, — Prenons, par exemple, la fonction (17) de la 
page 335, en y faisant b = a, 

Cette fonction admet les multiplicateurs 



Un a 



elle a comme unique pôle double le point u = a et les points ho- 
mologues. Dans le voisinage du point w = a, on a, par la formule 
de Taylor, 

H(a)=H(a)-h(w — a)H'(a)-f-..., 
H(a-a) = (u-a)H'(o)-hii^^=-^H"'(o) + ..., 
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car H(w) étant impaire, H(o), H''(o) sont nulles. Donc 

H{u) __ I U(a)-h{u^a)H\a)-h... 

H(a — a) ■" (a — a)H'(o) {u — a)^ H"(o) 

^"*" 6 H'(o)"^'"' 



(a — a)ll'(o) 

En élevant au carré, on a enfin 

H«(u) _ I H'(a) 1 H(a)H^(a) 

U^{u — a) ~~ (a — a)« H'«(o) "^ (a — a) H'«(o) 

les termes non écrits formant une fonction régulière au point a. 
On a ainsi mis en évidence la partie principale de F(w) au pôle a. 
L'élément simple avec les multiplicateurs [jl et jà' est actuellement 

-^^^ H(2a)H(w) 

La formule de décomposition est enfin 

_,, , 2H(a)H'(a) ,, , H«(a) ^,, 

208. Méthode de M. Hermite. — Pour établir la formule de dé- 
composition, nous avons suivi une marche analogue à celle que 
nous avons employée pour les fonctions elliptiques (n®* 24 et 26). 
M. Hermite établit cette formule par la méthode suivante, que nous 
indiquons à titre d'exercice : 

Soit F(w) une fonction aux multiplicateurs non spéciaux a 
et jx'; désignons par v une variable auxiliaire et considérons la 
fonction de {> 

*(p)=F(p)/(a-P). 

Cette fonction est doublement périodique : car, si l'on augmente r 
de Tune des périodes, F((^) se reproduit multiplié par jx ou jx' et 

f{u — s>) multiplié par - ou — ,; donc le produit <^(^) ne change 

pas. La fonction 0(ç') est donc une fonction elliptique. En écrivant 
que la somme des résidus de ^(^) relatifs aux pôles situés dans un 
parallélogramme ou, ce qui revient au même, relatifs aux pôles 
non homologues, est nulle (n° 25), on obtiendra la formule 
cherchée. 



•''{•«■■ '^ J iT. - --'■^- 
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Les infinis de ^(p) sont les infinis des deux Ciet^irs F(i') 
ei/{u — 1^) : les infinis de F(i^) sont homolofuM des points 

ceax àe f{u — 9) sont homolofues dn point u. Supposons, pour 
simplifier, les pâles de F(p) simples et soient A, B, • • . , L les ré* 
sidos de F correspondant aux pâles a, b, • • • , I. Les résidos ée 
9{p)f relatifs i ces pdles, sont 

' Le résida de9{v) relatif an pâle <;=: ii est 

-F(ii). 

Écrivant que la somme de ces résidas est nolte, on a bien la 
formule cherchée. 

Noas laissons aa lectear le soin d'appliquer la même' méthode 
au cas des pôles multiples. 

209. MuMplioalrara spéeianx. — Dans ce qui précède, nous 
avons écarlé le cas où les multiplicateurs {& et uf vérifieraient, pour 
des déterminations convenables de Logu. et Log\i', la relation 

o) Log [l' — Ci)' Log fx = o. 

Supposons main tenant cette relation remplie : il existe alors une 
exponentielle de la forme 

admettant ces deux multiplicateurs, car les deux équations 

donnent pour X des valeurs compatibles. Cette fonction 

élu 

est une fonction n'ayant aucun pôle à distance finie. L'élément 
simple appelé y*(w) n'existe plus dans ce cas, car la constante a est 
homologue du point o. Donc les formules de décomposition gé- 
nérale ne s'appliquent pas à ce cas. 

Mais, actuellement, toute fonction F(u) aux multiplicateurs 
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spéciaux [jl et jx' peut s'écrire 

4>(w) étant une fonction elliptique. Il suffira de décomposer cette 
fonction ^(u) en éléments simples par les formules des n®^ 24 
et 26, et il en résultera une formule donnant F(£/). Par exemple, 
supposons que F (m) ait seulement des pôles simples homologues 
des points 

les résidus relatifs aux points a, b, . . . , / étant 

La fonction elliptique 

admet les mêmes pôles avec les résidus 

On a donc, d'après la formule (3i) du n° 24, 

en outre, la somme des résidus de la' fonction elliptique O étant 
nulle, on a, entre les pôles et les résidus de F, la relation 

(ig) Ae-^«-4- Be->^*H-.. .H- Le-^'=o. 

Revenant à la fonction donnée F par la formule 

F(M)=e>^«<ï>(w), 
on a enfin la formule 

F(w)= Goe^"-f- Ae>»(«-a)Z(M — a) 

BeXt»-^^Z(M — 6)-h...-hLe>^(»-'^Z(M — 0- 



On pourrait donc prendre actuellement comme élément simple la 
fonction 

et écrire 

F(m)= 00 6^**+ A(p(M — a)-hBcp(a — ^>)-H...H-L<p(a — /). 
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n est important de remarqaer qae, ri les multiplicateurs sont 
spéciaux, les résidus ne peuvent plus être choisis arbitraircmenl : 
ils sont liés aux pdles correspondants par onc relaliou, qui a la 
forme (19) <{iiand tons les pAlei sont simples. ^^^J^^^l 

ID. — ËQtiATKRi DB Lini. fiosiTioira n> If. PMtui. 

210. t^piatton à» Lamé- — Une applicatioo des pins impor- 
tantes des fonctions donblement périodiquee de secondé espèce, 
on fonctions & mnltiplicateors constants, est l'intégration d'une 
cUsse d'éqnaUons différentielles linéaires et homogènes ayant 
pour coefâcients des fonctions elliptiques. 

La première équation de ce genre a été conridérée par Lamé à 
propos de l'éqnilibre des températures dans nn dlipsoïde homo- 
gène. Cette éqoation, appelée équation de Lamé, a d'abord été 
prise par Lamé sons la forme 



dx* ' 



>(n -I- i)k* »a*x ■+■ h}y, 



k étant le module, n un entier et h une constante. Lamé s'est 

borné à iutégrer cette équation pour des valeurs particulières 
de h choisies de telle façon que l'équation admette une solution 
qui soit un polj'nome entier en sn:r, ou un polynôme entier en sn:r 
multiplié par l'un des trois facteurs cnx, dnx ou cnxdna:. 
Par exemple, quand n ^ 1 , l'éqnation 

S ■='"*•••*'+*'■'-■ 

admet la solution 



pour h =— (1 4- k'), et la solution 

pour A=— I. 

M. Hermite, se plaçant dans le cas général où h est quelconque, 
a montré que l'équation de Lamé peut toujours être intégrée et 
que son intégrale générale est de la forme 
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F(^) étant une fonction à multiplicateurs constants, C et G deux 
constantes arbitraires, 

21 1 . Forme de l'équation de Lamé dans les notations de M. Weier- 
strass. — Si dans l'équation 

I d^ y 

on fait le changement de variable 

57 = Y -i- iK , 

a désignant la nouvelle variable et X une constante, et si l'on se 
reporte à la formule 

sn( Y H- ^'K') = ' 

^^ I /tsn| 

l'équation devient 

i^ d>_y^ ^ 7i(/i-4-i) ^ ^ 

•^ X* sn* y 

Introduisons maintenant la fonction pu par la formule (n® 97) 

— — =p(«|2o,,2a.)+^j^, 



nous obtenons l'équation 

OÙ / est une constante. C'est là la forme de l'équation de Lamé 
dans la notation de M. Weierstrass, telle que nous l'avons ren- 
contrée au n® 194. 

212. Intégration de l'équation de Lamé pour /i = i. — Nous 
allons exposer la méthode de M. Hermite pour le cas de /i = i, 
qui, d'après les recherches de M. Hermite, se présente dans l'étude 
des mouvements à la Poinsot. Nous rattacherons ensuite le cas 
où n est un entier quelconque à un théorème de M. Picard. 
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L'équation de Laméi pour a = i , peal s'éerire 

« 
Essayons de la vérifier par la fonction i maldpUeateors eonMoits 

a et X désignant des constantes. Nous aTons, en prenant 1^ dé- 
rivées logarithmiques des deux membres 

yi du ^ 
et en dérivant de nouveau 

Mais d'après la formule d*addition pour ^u (n® 14) la valfor de 
I 

Tx 



— -^ peut s'écrire 



yi du 2 pu — pa 



puis, d'après la deuxième formule d'addition pour pw (n*^ 45), 
on a 

On a donc enfin 

-f^ = 2pu-^pa— -{^ Î-— ) 

yt du* '^ '^ ^\pu — pa) 

1 pu — pa J 

Pour que le second membre devienne égal à 2pu-i-l, on voit 
qu'il suffit de faire 

pa = /, X = — Ça. 

Ainsi l'équation (20) admet la solution 

yx = — ^^ e-««»« 



(^U ' 
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à condition que la constante a soit déterminée par l'équation 

(ai) jia = /. 

Comme l'équation différentielle ne change pas quand on change 
w en — u^ elle admet également la deuxième solution 

qui s'obtient aussi en changeant le signe de a, ce qui est évident 
d'après l'équation (21) dont le premier membre est une fonction 
paire de a. 

L'équation de Lamé pour n = i admet donc l'intégrale générale 

^ = G, \ U -Aa^C^ ^ \ uX,a^ 

o U (J u 

C| et C2 désignant deux constantes arbitraires. 

213. Équations de M. Picard. — L'équation de Lamé rentre 
dans une classe d'équations différentielles linéaires et homogènes 
qui peuvent être intégrées à l'aide des fonctions à multiplicateurs 
constants, comme l'a montré M. Picard (Comptes rendus, 1880, 
1" semestre. 

Soit une équation linéaire d'ordre n de la forme 

dont les coefficients /'<(^), /^{x)^ . . ., fn{x) sont des fonctions 
elliptiques aux mêmes périodes ato et 2(o'; supposons en outre 
que l'on sache que l'intégrale générale est uniforme en x et n'ad- 
mette pas d'autres singularités que des pôles à distance finie. 

Dans ces conditions, l'équation est intégrable à l'aide de fonc- 
tions à multiplicateurs constants. 

Pour le démontrer, supposons l'équation du troisième ordre 

Le raisonnement que nous allons employer s'appliquera à une 
équation d'un ordre quelconque. 
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Le poÎDlde départ est dans ce bit quo quatre âoluiions (ine]- 
eonqnesj'i,/'!, ^t,^4 de l'éqnatioD du iruisiàmc ordre (as) sont 
liées par une relation linéaire et homogiuc à cocfiicîcals conslauts 
de la forme 

Soit alors 

one intégrale de l'éqâation : par hjrpolli^sc, c'est une fooction 
oniforme de s. Comme l'ëqaation différentielle ne change pas 1 
quand on change x ea x + su, elle ad'inet aussi les intégrales 

ri = ?(» + »»i. y* = f <* -»- <•*). 

Entre ces quatre foncUonï a lien, quel que soit «, : 
de la forme 

En supposant C« différent de xéro et divisant par C*, on a 

(»i) ^(*-+.6») = c,f(jp)-»-C|Ç(«-i-a«>)-i-c,<f(aï-i-4»), 

<^ii ^tt Ct désignant des constantes déterminées. Considérons alors 

la fonction 



(25) 



+(ar)=X.^(a-)+X,i 



"') + ^î?{^ + 4<«), 



où X|, X], Xj sont des constantes arbitraires. Celte fonction est 
une intégrale de l'équation : nous allons montrer que l'on peut 
déterminer les rapports de ces constantes X de telle façon que 



(26) 



H^ 



«")=F»+(A 



[i. étant une constante convenablement choisie. En effet cette der- 
nière relation s'écrit, en vertu des précédentes (a4) ^t {^5) 

)>,?(«-(-2>a)+X,ip(x-^-4<u)+^stc, ?(3:)+ciç(:r + 2iu)-i-c,ip(;r + 4ui)] 
= (i[X,ç(x)+X,ç(:r + 2Co)+X,o(ar-^4">)l; 



d'où, en égalant les coefficients de <f{^), <f(x 
(27) ' — X,+ |iii— c,X) = o, 



-2»), .(a; + 4»), 
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L'éliminatioD de "ki, X2, X3 entre ces équations donne, pour dé- 
terminer [X, l'équation du troisième degré 

(28) |Jl3 C3|Jl2 C2|JL — Ci = O. 

Après que l'on aura pris pour [jl une racine de cette équation, 
on tirera des équations (27) devenues compatibles les rapports de 
deux des quantités A^ )v2, X3 à la troisième, et l'on aura ainsi une 
intégrale '^{of^) telle que 

^(x.-h 'l(ù)= ll^{x). 

En partant maintenant de cette intégrale, comme nous sommes 
partis de ç(^), on montrera que l'on peut déterminer des coeffi- 
cients constants V^, W^, Vg de telle façon que l'intégrale 

F(x)= X;4/(a?)4- X; «Koth- 20)')-+- X'3 f^{x 4- 4w') 

vérifie une relation de la forme 

F(.r-4-2a>')= ii'F(x). 

D'ailleurs cette fonction F(x) vérifie évidemment la relation 

F(a7H-2w)= iiF{x), 

puisqu'elle est une somme de trois fonctions tj/ qui la vérifient sé- 
parément. 

On a donc démontré que l'équation possède au moins une 
intégrale F(^) admettant deux multiplicateurs constants. Suppo- 
sons cette intégrale trouvée : alors, conformément à la théorie gé- 
nérale des équations linéaires, on fera le changement de fonction 

z étant la nouvelle fonction inconnue. Cette fonction z vérifie une 
équation du second ordre 

dont les coetficienis sont doublement périodiques, comme formés 
rationnellement avec les fonctions /i{^)y /2(^) qui sont dou- 
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Le point de départ est dans ce fait que quatre solutions qnd- 
conqnes^t, ^t, y%,y» de l'équation du troisième ordre (23) Mut 
li^e* par une relation linéaire et homogène i coefficienu constanu 
de la fbrne 1 

Ci n -*- Ci^tH- C,>,+ C» j-» - o. 
Soit alors 

noe intégrale de l'équation : par hypothèse, c'est une fonction 
uniforme de x. Comme l'équation différentielle ne change pu 
quand on change jc en « + au, elle admet aussi les intégrales 

Entre ces quatre fonctions a lieu, quel que soit x, une relaUon 
de la forme 

<t3) Cit(«)-+-G,if(*-»-ab.)-t-Cç(»-t-4w)+C*«p(«+6») = o. 

En auppount G, différent de aéro et divisant par C4, on a 

(al) ç{* + 6»)= r,^(*)-*- Cl f (» + »•»)+«» tC*-*-*"*)! 

Cl , Cl, Cl désignant des constantes détenninées. Considérons alors 
la fonction 

(li) J.ix)=X,?tJ-)+X,ç{x-t-a«)-t-l,ç(i + 4<*), 

0(i X,, X,, X) sont des constantes arbitraires. Celte fonction est 
une intégrale de l'équation : nous allons montrer qae l'on peut 
déterminer les rapports de ces constantes X de telle façon que 

(aS) i{,(j--t-3B.l=(i4.(x), 

jji étant nneconsUnte convenablemonl choisie. En effet celle der- 
nière relation s'écrit, en vertu des prtctdcnlcs (a^) et (aS) 

ll i^VJ- -*-»»»»-(- 1, »(j: -f- 4 iul-^J,[r,ol-ri-i-r,oi»-^ »«•)-(- e,Y(*'-'"^*'Hl 
dVw. en t'gaUni les coefficients de çv')' ?t* 

{-■■ 
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L'élimÎDatioD de X,, X^, )>j entre ces équations donne, pour i\v- 
termiaer ja, l'équalion du Iroisième degré 

(a8) 1^'— cil' — c,[i — c, = o. 

Après que l'on aura pris pour [j. une racine de celle ^ijualion. 
on tirera des équations (27) devenues conipaiibles Ici rappuNi' Ji- 
deux des quantités X, , Xg, X, à la troisième, et l'on aura ainsi une 
intégrale '^(x) telle que 

En partant maintenant de celte intégrale, comme nouii ïi^nimi-o 
partis de f{a:), on montrera que l'on peut déterminer do» vWtV 
cients constants ).', , ).^, À'^ de telle façon que l'inlégraio 

vérifie une relation de la forme 

D'ailleurs cette fonction F(x) vérifie évidemmeil b !V>î».-vr 

F(j; + aw)=pF(,), 

puisqu'elle est une somme de trois ioncliiwdM: k • ~ ■ - 
parement. 

On a donc démontré que t'éqaatîoa hmMi •';; < 
intégrale F(x) admettant deus "nltinlraiMi ijw._. . ^ 
sons cette intégrale trouvée : alors, eorihiHMm 
nérale des équations linéaires, tmknk^^gimi"- 



'n^>J.u,. 




C^ 



1(8 rSJtPITBB 1 

Mpineni |ii'rirKli()uc« cl \es i|uulienU 






r<£} 



^lemtrnl. En oulrr, l'ialt^^rele fiaènle y ilc TéqBa- 
« élinl *iip|>o»v« élrv unifornic et n'aiwir qne des p4kf 
îoic. U nuuTcUc fonction 



i 



■cIf'oI 



|m»mM« les Ménws pfopri^t^. * 'j^patîon differesûdle a 
posaMv doac le* prapnclé» uracl«Tt»tM|(»« «ks in «i l i T 
U. Picatd : cU« aJotcl »n moins une int^nle <[n est ■■« tm 
iMtt à Msltiptkfttem» coaManU. On l'abAtsacn par le mim^ p 
r^iié i mme ^«Micw da pmûer ordre ^«t s' 



! 



tNM |>AS«*«ll 



L. Si C <tMt «ri ( f |»irîw «y>. — a 

■fl- X ■ =: it s. J- ' ■• 3' ^ tau 

il*-— «m =»i' 
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OÙ n est un entier que Ton peut toujours supposer positif, car 
l'équation ne change pas par le changement de n en ( — n — i). Il 
résulte des théorèmes sur les équations linéaires établis par 
M. Fuchs (^) que cette équation a, quel que soit /, une intégrale 
générale uniforme ne possédant d'autres singularités que des pôles 
à distance finie. On peut donc affirmer, d'après le théorème de 
M. Picard, que cette équation est intégrable à l'aide des fonctions 
à multiplicateurs constants. Voyons quels seront les pôles de ces 
fonctions et leur ordre de multiplicité. 

Soit M = a un pôle, d'ordre a, d'une intégrale y^ on a, dans le 
voisinage de ce point, 

y=z G(w — a)-a[i4- Ai(w — a)H- A2(w-— a)«H-...], 
C, A<, A2 désignant des constantes. On en conclut 



• • • 



I dy _ CL Ai-hiA2(u — a)-h 

y du u — a i-i-Ai(w — a) -{-,., 

ou, en développant le second rapport suivant les puissances de 
u — a, 

y du u — a ^ 

Différentions par rapport k u; il vient 



I d^y / I dy\^ _ a 

y du'^ \y du) ~~ {u — a) 



B, 



• > 



et, en remplaçant - ~- par sa valeur, 

i d^y __ a(aH-i) 2aAi 
y du'^ ~~ {u — a)* u — a 

D'après l'équation de Lamé, ceci doit être égal à 

n(n -h i)pu -h /. 

Comme les seuls pôles de pu sont o et les points homologues, 
a doit être égal à o ou homologue de o. Comme la partie prin- 

(') Journal de C relie, t. 66, p. 121. 
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cipale de pu dans le voismage d'an de ses p61es est 

on doit avoir 

a(s -4- 1) s ii(js -♦• i)» a A| = o. 

La première relation exige, poisqae a em sont positifs, 

atan 
et la seconde 

Aiso. 

Ainsi une intégrale qaelconqae de l'écpialion de Lamé adme t, 
comme seals p6les, les points homologues de o : tons ces pAles 
sont d'ordre n. Nous savons d'antre part qne l'équation de Lamé 
admet au moins une intégrale y^ qui est une fonction à mnltij^- 
cateurs constants. D'après la formule (8) du n* 202, qui donne 
une fonction à multiplicateurs constants comme le quoûent de 
deux produits de fonctions H mettant en évidence les pôles et 
les zéros, cette intégrale ^i est nécessairement de la forme 

ou, avec les notations de M. Weierstrass, 

r» •v^3'(x-+-ai)a'(a7-i- a,)...a'(a7H-an) 

Il reste à déterminer les constantes 

aj, aj, . . ., «/i, A, 

de façon que celte fonction vérifie réqualion de Lamé; c'est ce 
que l'oD fera par un calcul analogue à celui que nous avons dé- 
veloppé (n*" 212) pour le cas simple de n = i . 

L'équation admettra une deuxième intégrale, y2 déduite de yt 
par le changement de ^ en — x. On retrouve ainsi les résultats 
de M. Hermite. 
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FONCTIONS A MULTIPUCATEURS EXPONENTIELS OU FONCTIONS 
DOUBLEMENT PÉRIODIQUES DE TROISIÈME ESPÈCE. 



21S. Définition. — M. Hermite a apipelé fonction doublement 
périodique de troisième espèce une fonction uniforme n'ad- 
mettant d'autres singularités que des pôles à distance finie et 
vérifiant deux équations de la forme 

( cp(iCH-2a)')=e«'-f+*'o(a7), 

a, 6, a', b' désignant des constantes. Les facteurs e***^* et e«'-H-6'^ 
par lesquels la fonction est multipliée quand l'argument croît 
d'une période, sont les multiplicateurs de la fonction : ces mul- 
tiplicateurs sont actuellement des exponentielles linéaires en œ. 
L'étude de ces fonctions a été faite par M. Hermite {Comptes 
rendus, 1861 et 1862; Journal de C relie, t. 100); par M. Biehler 
(Thèse de Doctorat, 1879) et par M. Appell (Annales de l'École 
Normale, 3® série, t. I, II, III et V). Des exemples simples de ce 
genre de fonctions sont fournis immédiatement par les fonctions 
a". H, 0, .... D'une manière générale, la fonction 

^ ^ ^^ ^ H(x — ai)ll{x — a2). ..ll(x — Uq) 

• 

où le nombre p des fonctions H au numérateur est diff*érent du 
nombre q des mêmes fonctions au dénominateur, est une fonction 
doublement périodique de troisième espèce. Nous verrons plus 
loin que, réciproquement, toute fonction doublement périodique 
de troisième espèce peut être mise sous cette forme. Nous donne- 
rons encore deux expressions principales de ces fonctions : l'une, 
par un quotient tel que (2) de deux produits de fonction H, 
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metunt en évidence les zéros et les pôles; l'antrei par une somme 
d'élémenis simplîes, mellanl en évidence les pôles ei les parties 
principales correspondanles. 

216. flbmdllUMitfoii des nlalloBS om TMMe vae ffnniittnm à aidp 
tipHealeiin eaponmitteli. — Soil une foiiction f{s) telle que 

f (a? H- att>') =5 e«'*^' tp(a?)« 

Posons, en désignant par X et |a des constantes, 

/(a?)=«>«*+l»«ip(a?). 

On peut toujours déterminer X et |a de façon que/{x} admette la 
période a(i>, c'est-à-dire ne change pas de valeur qnand x croit 
de aii>. En effet on a 

et poor rendre cette exponentielle égale à i, il suffit de déter* 
miner X et |a par les deux équations du premier degré 

(3) 4^t»> = — ^f 4 ^^* "^- 2 [Aw = — b, 

La fonction /(x) vérifie alors deux relations de la forme 

( /(a? -4- 2(0) =/(a?), 

A el B désignant deux constantes dont la première a pour valeur 

A = 4 Ao) -f- a = . 

(i> 

Comme la fonction /(j:) admet la période 2 0), les deux membres 
de la seconde relation (4) ne doivent pas changer quand a: croît 
de 2(1) : on a donc 

gîAw^ ,^ aAw = — 2NTrf, 
N désignant un entier positif ou négatif. Les relations (4) s'é- 
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crivent alors 

/(^-h2a)) =/(.t), 



NiTT r 



-f-B 



Si l'entier N était nul la fonction /'(^) serait une fonction aux 
multiplicateurs constants i et e", fonctions que nous venons d'é- 
tudier. Nous supposerons donc N différent de zéro. Dans cette 
hypothèse, on peut encore simplifier un peu les relations ci- 
dessus, en prenant comme nouvelle variable 

Bo) 



et posant 

Cette fonction F(«) vérifie alors les deux relations 

/ F(M-+-2a)) =F(w), 

(5) j "SiTZu 

( F(w-f-2w')= e ^ ^(u)' 

C'est à cette forme simple que nous supposerons toujours que l'on 
ait ramené les deux relations vérifiées par une fonction double- 
ment périodique de troisième espèce. 

217. Exemple du cas N = r. — La fonction 

(6) E{u)=^e^H,(u) = --^'-e^U{u-io) 

vq slq 

est une fonction régulière en tous les points à distance finie ou 
ce que l'on appelle encore une fonction entière de w, car elle se 
comporte comme un polynôme en tous les points à distance finie. 
D'après les propriétés de la fonction H|, on a 

Hi(w-î-2io) = — Hi(w), 
Hi(w-i-2aj')= e~"*^^""^'^'^H,(M); 

ce sont les formules du n° 76, où nous écrivons 2 (o et 20)' au lieu 
de 2 K et 2«K'. Il en résulte que la fonction E(m) vérifie les rela- 

A. ET L. 28 
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^B Nous avons du 


iimlpo.irH,{;/) 


lu série suivant 


e{p. 


i5) 




^^V Ln fonclioD E(u 


esl (lone donnée par la série 








1 


iî,,o."2% 


'-.^>'. •: , 








^H ou encore, en ch 


ngeanl n en /? - 
El.).'^' 


î"'"^"'"^- 









I. — DÉCOUroSlTlON EN FACTEURS. CONSÉQDf 



218. Première expression d'une fonction doablement périodique 
de troisième espèce. — Soit une fonction F(u) vérifiant les rela- 
tions 



(8) 



! F(HH 



-.')-« 



F(«), 



où N est un entier positif ou négatif. Si nous élevons à la puis- 
sance N la fonction E(m) du numéro précédent, nous obtiendrons 
une fonction 

vérifiant les deux relations 



E»(i.+ : 



»)-E»(u), 
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D'après cela le quotient 

est une fonction elliptique. On a en effet 

4>(W -+- 20))= 4>(w), 4>(m4- 20)')= <ï>(m). 

Cette fonction elliptique ^ a, dans un parallélogramme des pé- 
riodes, autant de zéros que de pôles; on peut Técrire (n° 40) 

y; ^"^""^HCw — ai)H(M-a2)...H(a — a;,)' 

sous la condition 

(lo) ai-h «2-1-. .. + «/ = ^iH- 62-h. . .H- ^r» 

De cette première expression de la fonction F(u) sous la 

forme 

F(w)=E^(w)<ï>(a), 

on conclut immédiatement les résultats suivants. Nous distingue- 
rons deux cas : 1^ Tentier N est positif; 2° l'entier N est négatif. 

219. Cas de N positif. — Si nous posons N= w, m positif, le 
facteur E'^(w) est une fonclion ne devenant pas infinie et admettant 
comme zéros d'ordre m le point co et les points homologues. On 
a alors, en remplaçant E(w) par son expression (6), 



rmzni 



(I) 



H^(m — o))H(m— 6i)H(m — ^^2)...H(a--^^;.) 



^ ^ H(a — ai)H(w — «2). • .H(m — • a,.) 

11 peut se faire, dans cette expression, que certains des points a<, 
«2? • • • coïncident avec (o ou soient homologues de (o : il y aurait 
alors des réductions évidentes. Mais, dans tous les cas, en 
comptant chaque zéro et chaque pôle avec son degré de multipli- 
cité, on a le théorème suivant : 

Si N est égal à un entier positif m, la fonction F(w) a, dans 
un parallélogramme des périodes^ m, zéros de plus que de 
pôles. La somme de ces zéros, diminuée de la somme de ces 
infinis j est congrue à mto. La première partie de ce théorème 
est évidente d'après la formule (ii); quant à la deuxième, la 



6ommc des i. 



des infinis, est c 



c'eat-à-drre à min tl'aprt>sla rclnlion (ic). 

Rëciproquenient, soienl ai , aj. . . . , a,; ^i, ^3, 
constiiiiie.t vériliunt lu relalioii 



c«l uiK- runction vt^nfiant les i-elalions 

comme ilrt^siillc des propriclf^s (le la fonclion II. 

Fonctions entii:res admettant les nitifiiplicaleurs 1 eie " , 
— Quand N csl c^gal A au entier positif m, nous venons de voir 
que U fonclion F a ni zéros tic plus que de pâles : il peut se faire 
qu'elle n'ait pas de pAles du tout : alors c'est une fonction entière 
€(«) ajant dans un parallélogramme m zéros 



ces fonctions particulières ont pour expressions 

«(«)=Be"^H(w-p,)H(«-p,)...H(«-p„), 
avec la condition 



On voit que la fonction entière la plus générale, vériûaut les deux 
relations 

/<{«-i-a<o)=C(«), 



(r2) 



[ <£(K + 2<0',= C 



©(«), 



dépend de ;?2 constantes arbitraires B, ^1, ^3, ..., ^m-i : elle est 
déterminée, à un facteur constant près B, quand on connaît (m — 1) 
de ces zéros. Nous allons montrer que la fonction entière la plus 
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générale vérifiant les relations (12) peut s'exprimer en fonction 
linéaire et homogène de m fonctions spéciales vérifiant les mêmes 
relations. Pour cela, remarquons que toute fonction entière ad- 
mettant la période 2(o peut être représentée par une série de la 
forme 






<i3) «(«)= 2 ^«« 



0) 



/! = — eo 



dont chaque terme admet la période 20). En désignant toujours 



UW'I 



par q la quantité e ^ , on a 



niz m 



m 7Z ni (n — m)TZui 



e <- «(M)=2A„e 



O) 



D'après la seconde des relations (12) ces deux séries doivent être 
identiques. En égalant dans ces séries les coefficients des mêmes 



TZHi 



puissances de e *** , on a 

{i4) A„+;„= A„5r2/t, (/i = o, ±1, zha, ...). 

D'après cette relation unique entre les coefficients, on voit que 
l'on peut prendre arbitrairement Ao, A^, . . ., k^-K et déterminer 
ensuite tous les coefficients. 

Ainsi en faisant successivement /i = o, n=: m^ n=z2,m^ . . . , 

n=z{y — i)/?i, on a 

d'où, en multipliant, 

<l5) Avm= Ao5rV(v-l)m; 

en faisant de même, dans (i4)î ^= — '^î? '^ = — 2 m, ..., 
n î= — [ji/n et multipliant, on vérifiera que la formule (i5) subsiste 
pour V négatif. Tous les coefficients Avm sont ainsi exprimés à 
l'aide de A©. Par un calcul semblable on exprime tous les coeffi- 
cients Avm+i en fonction de A,, Avm+2 en fonction de A2, , . ., 



^i» ciiitPiTkic su. 

'^vM+jB-i "o ftmciioii de AjB.,. Oii trouve 

Av**—. = A«_, gW^II-^H—tlv. 

En portimt ce!) valeurs dans le développement de lu fonction cn- 
likre C(u), on trouve qu'il prend la forme suivante 

OÙ Et, £|, . . . dt^signenl les fonctions entières suivantes 



Ep(^;=. 



2 ?--— ^^^ 



Ainsi, comme nous l'avons dit, la fonction entière la plus géné- 
rale admettant les multiplicateurs i et e " est une fonction 
linéaire et homogène de m fonctions spéciales E^, E|, .. ., E„_,. 
L'expression de cette fonction contient m constantes arbitraires 
Âg, A, , ..., An,_, dont on peut détermioer les rapports de façon 
que la fonction (Ê(ii) admette m — i zéros pi, pj, ..., pBi_, 
donnés à l'avance. Ces fonctions Ep s'expriment toutes à l'aide de 
la première : on a évidemment 



V)- 



■-h'-^) 



D'ailleurs la fonction Eg s'exprime aisément par une fonction 
de Jacobi. En effet, reprenons la fonction E(m) construite plus 
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haut (n° 217) avec les périodes aw et 2(o' 



^=+- ynui 



E(w|a), 0)')= V 7v(v-i)e 



6) 

V = — 00 



= :^e«<^Hi(w|a>,a)'), 

où nous mettons en évidence les périodes ayant servi à construire 

Ja fonction H^ . Si dans cette formule on change (o en — > g z= e " 

se change en q^ et la série du second membre devient précisé- 
ment Eo(m). On a donc 



mizni 



220. Cas de N négatif. — Supposons maintenant N négatif, et 

posons 

N=— w, 

où m est un entier positif. Les fonctions à étudier sont alors telles 

que 

F(wH-2(i>) = F(w), 

m TT ni 

F(w4-2a)')=e w F(m). 

On conclut immédiatement de ces relations 

I _ I 

F(w-h2uj) ~ F(a)' 



TT =« 



mizui 



F(w-i-2a)') F(w) 

L'inverse :prT — r de la fonction à étudier est donc une fonction 

m TT ui 

aux multiplicateurs i et e ^ [m positif), c'est-à-dire une des 
onctions du numéro précédent. L'inverse =r^ — r peut donc s'écrire 



mizui 



F(w) H(w — ai)...H(M — a^) 



La foDction !''((/) a donc pour expression générale 



E'(oi-C»' 



l((i. 



-ii,,...Hi«--?;;ri 



t^llf H, dans un pHrnlIiilogrammc des périodes, m jnMes de plus 
que de ïéros, cl la dilTi^rence entre la somme de ces pûlcs el de ces 
téros est coiij;ruG <i mt-i. 

Il Dc peut donc pas exister de foDctions nux multiplicateurs i 

de'", n'ayant pas de pAles. Mais il en existe qui n'ont pas de 
ïi*rofi; ce sont les inverses ■^. — des fonctions sans pôles du nu- 
nuSro précédent. 



- DÉCOMPOSITION EN ÉlÉXBHTS SUIVI 



221. Étude de l'élément simple. — Désignons pur .r 
variables iodiîpendantcs, par m un entier positif, oL ci 
la fonction de .r et y définie par la série 



ou bien 



Cette série est convergente pour toutes les valeurs de ;ï: et y à 
l'exception de celles qui vérifient la condition 

37 —;y = 2 n (u -t- î fi' ùj' (nel n' entiers), 

et pour lesquelles un des termes de la série devient infini. 

Si l'on considère x comme une constante et y comme variable, 
la fonction ym{x, y) est une fonction uniforme dey n'ayant à 
distance finie d'autres points singuliers que des pôles dti premier 
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ordre, à savoir les points 



y =^ X — 2/10) — in' oi' \ 



le résidu relatif au pôle y = ^ est — i, car le seul terme de la 
série qui devient infini pour y = x est 

— cet — (x — y). 

Cette fonction vérifie les deux relations suivantes, qui s'établissent 
aisément : 

(19) { _ »» Tt.y/ 

Cette fonction y^i de la variable j/- admet donc les multiplicateurs 

rmzyi 



ï et e ^ : elle a dans un parallélogramme {m -h i) zéros et un 
pôle homologue de x. 

Si Ton considère, au contraire, y comme une constante et x 
comme variable, il se présente des circonstances entièrement 
différentes. La fonction ym{^j y) est alors une fonction uniforme 
de X n'ayant à distance finie d'autres points singuliers que des 
pôles du premier ordre, à savoir les points 

X = y -\- 2. no) -^ in' ui' ; 

le résidu de cette fonction relatif au pôle x=y est égal à + i. 
Elle vérifie d'abord la relation évidente 

(20) X'w(^ -^ 20), y) = X'«(^» 7)' 

puis l'équation 

/ mit xi 

/ X/n(a?-i-20)',7)=e ^ Xm(0^,y) 



. I m'KJri \ 



loi 

• (m— DTT.ri 

(21) ( -"^e iiT— E,(7)~... 

. (m — p)7CJ"i 

-^e ^ Ep(^)-... 

0) ' 

. izxi 
TZl 



e^ E,n-i{y), 

0) 



uù les m foDCtioDS Eot Eii ■ - ■■ Em-i s<"i' celles qui out été dé- 
lÏDies plus haut (D" âl9). 

Pour démontrer cette relation fondamentale (ai), remartjuoDS 
quels série (iS) noua donne 



"-?'" 



xi wi ■ ■- 

Z«(*-f-a'",r>= — ^ « " 7""'—' 

ou, en clian^eani /i en n -t- i, 

y_„(T-^atu-,^)=^ 2 « " ' 9'"'"""^" *' n,.- r , — 
Si nous l'armons alors la dilTt'rence 

X«, (X -.- ni', ^)— e~^ y.™(a:, ^). 
nous obtenons une série qaî peut s'écrire 



'"> ^ 2 



î'""'""" - 



en posant, pour un moment, 
(23) e~^^^t, 9'" 

En effeclnant la division, on a 



..-(-a(M'»-'-(~ ««), 



et en substituant dans la série (22} on voit que cette série se par- 
tage en (m -t- i) séries. 

La première de ces séries est 



c'est-à-dire, d'après la valeur de t, 



qmnln-il (in 
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OU enfin 



• rmt.ri 
TZl 



--e - Eo(r). 



La deuxième de ces séries est de même 

m (n-t-i)'ltyi 



c'est-à-dire 



TZl 

(1) 



TZl 

ou enfin 



• {m—l)TZ.ri TZ yi ^^^ mmzyi 



Q (o g o> ^ g Cl) qtnnKn—i)-^%n 



• (m — Dtc.W 
TZ l 



Ainsi de suite. La (p -+- \f^^^ de ces séries est 

(m — p)7CJ"i pTC^i mriTZyi 



TZl 

e w e w 

(0 



^ e <^ ^y'Wïlw— i)-<-2'ïp 



OU 



- e - Ep(jK). 



La dernière ou (m + lyème jg ^^g séries est 



TZl 
20) 

c'est-à-dire 



. m TZyi mmzyi 



2(0 

OU enfin 

Tzi 



Q (ù ^ g 0) ^m«t/i— l)H-î/i/rt 



. .^ m{n-hl)izyi 
^S e ^ qmn{n-\-\) 



20) 



Eo(7), 



comme on le voit en changeant, dans la dernière \ , n en n — i. 

Ce calcul démontre la formule (21). 

On a ainsi les propriétés fondamentales de l'élément simple 

222. Décomposition en éléments simples dans le cas où N est né- 
gatif, N = — w. — Soit F(m) une fonction aux multiplicateurs i 

TtiTZlll 



el e ^ , m étant positif. Une telle fonction possède au moins m 
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pôles dans on parallélogramme des période;. Stipposoi 
ait r pdies simples (r^m) liomolognes dc!> poiitu 

a, », .... 

etqDe les résidus aux points a, 6, • .., f soicol 

A, B, ..., L. 



Ces pAles et les résidus correspondants sodI lii's par m relations 
qu'il est aisé de former. 

Relations entre Ut pôles et les résidus. — Considéi 
des m fonctions entières Ep(u) du n' 210 qui aJinetlenl les mul" 



tïpUcateors ■ et e 



. Le produit 

♦(»)=F(«)Ep(ii 




est une fonction elliptique aux périodes 3«> et au'. Ea effet, les . 
deax facteurs admettent séparément la péiiode au et, quand u 

croit de 3 b)', le premier &cteur est molûplié pare " ,ledeasièDie 

par e " et le produit ne change pas. Cette fonction elliptique 
a les mêmes pôles que F(u), car le facteur Ep(u) n'a pas de pôles. 
Le résidu de *{ u) au pôle u = a est A Ep(a), car on a, au voisi- 
nage de u ^ a, 

F(u)= 1- foDctioD régulière, 

Ep(u)=Ep(a)-i-(u-a>E^(o)-..., 
d'où, en multipliant, 

*{«)= — -^- + fonction réguUère. 

Les résidus de *(«) relatifs aux autres pôles sont de même 
BEp(Zt), .. ., LEp(/). La somme des résidus d'une fonction ellip- 
tique étant nulle, on a la relation 

(.7.i) AEp(ii)-i-BEp(6)-<-...-i-LEp(/) = o. 

En attribuant à l'indice p les m valeurs o, i, a, ..., m — i 
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(n° 219), on obtient ainsi m relations nécessaires entre les pôles 
et les résidus de F (m). 

Décomposition en éléments simples. — Considérons la diffé- 
rence 

(25) W{u)=¥{u)-k-i^,n{u,a)—Bim{u,b) — ,..— hi„t{u,l)\ 

nous allons montrer que cette différence W est identiquement 
nulle. Tout d'abord la fonction ^{u) ainsi construite admet les 



mizui 

.jlîcat.eurs \ eX f 



multiplicateurs i et e **^ : on a évidemment 

W(w-+-2a))=^(w), 

car chaque terme du second membre admet la période 2(0; voyons 
ce que devient le second membre quand u croît de 2(0' : on a 
d'abord 

m 7C ni 



F(M-t-2a>')— e ^ F(w)=o, 
puis 



m "Km 



. / m TC ni \ . (m — i)izui . Ttui 

=- —\i-^e~^)^,{a)- — e ^ E,(a)-...- — e'^E,„_,(a), 

2(1) W W 

m 7C ui 

. / jmzui\ . (m — \)TZiii . "Kui 

2U) W 0) 

• ••.. • y 

comme il résulte de la relation fondamentale (21) dans laquelle 
on remplace x par u el y par «, ou 6, . . ., ou /. D'après cela la 
différence 

peut s'écrire 

. / m 7t ni \ 

- — \i^e ^ ;[AEo(a)-hBEo(^») + ...-r-LEo(0], 

• (m — \)'Kiii 

-—e ^ [AEi(a)-HBE,(6)-h...4-LEi(0], 

(O 
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celle tlilTérence itnl donc nulle, puistjue chacune des sommes enlre 
crochets est nulle en vertu dcitreititions (2^) entre les pôles et les 
réxidun. Aîn» la fonctiou V(») vt^rîfïc les deux relations 

; V(«-f- a») ^V{u), 

{ >r(«-^iM') = B » v(u). 

De plus cette fonction W est finie en tous les points à distance 
linii;; Mv n'n plus de ]iAles. Par exemple, dans le voisinage de 
u^=a, on d 

F(U)= —— — -t- fonoIJun régulière, 

X«(", a)= h fonction r^guliùrc, 

elles autres fonctions y,„(ti, b), . . ., yni{M, /) sont régulières au 

poinl a : dans la combinaison donnant ^'(w), disparaît, 

et V(u) est régulière au point o. Elle l'est également aux points 
b, .,., l cl aux points liomolngnes. En résumé, V(m) eslune fonc- 
tion stins pâles vérifiant les relations (a6). Mais nous avons vu 
qu'il n'existe pas de fonctions sans pâles vérifiant ces rela- 
tions (n" 220) : donc W{u) est identiquemenl nulle el Ton a la 
formule 

qui est la formule de décomposition cherchée, mettant en évidence 
les pôles de F(«), a, A, . . ., / et les résidus A, B, , . ,, L. 

Réciproquement, sia,b, ..., /sont des points arbitraires, non 
homologues deux à deux, et A, B, . . . , L des constantes vérifiant 
les relations (24), l'expression (27) définit une fonction aux 

multiplicateurs i et e *" admettant comme pôles simples les 
points a, b, ..., /avec les résidus A, B, ■■■■1^, et leurs homologues. 

Remarque. — On obtiendrait cette même formule de décom- 
position en considérant le produit 

comme une fonction de v. Ce produit n(i>) est une fonction ellip- 



\ 



I 



FONCTIONS A MULTIPLICATEURS EXPONENTIELS. 867 

lique aux périodes 2o> et 2o>', car les fonctions de p, F((^) et 
Xm{U', ^) ont des multiplicateurs inverses; cette fonction U.(i>) 
admet comme pôles les points homologues de 

(; = a, V = b, . . . , p = /, p = M, 
avec les résidus respectifs 

l'expression du dernier de ces résidus résulte de ce que yjn{Uj ^), 
regardé comme fonction de v^ admet le pôle simple v = u avec le 
résidu — i (n° 221). En écrivant que la somme des résidus de la 
fonction elliptique, relatifs aux pôles non homologues, est nulle, 
on a immédiatement la formule de décomposition (27). 

Cas des pôles multiples, — Nous avons écrit la formule de 
décomposition et les relations entre les pôles et les résidus dans 
le cas des pôles simples. Si les pôles sont multiples ces formules 
se généralisent, comme celles que nous avons données (n^^ 26 
et 207) pour les fonctions elliptiques et les fonctions à multiplica- 
teurs constants. Bornons-nous à écrire ces formules. Supposons 



mizni 



que la fonction F( m) aux multiplicateurs i et e ^ admette les 
pôles a^ b^ . » ,, l avec les parties principales 

A Al A«_i 

u — a {u — a)2 *'* (w — a)a 

B Bi B^i 

u-b'^ (u-b)^ '^'"'^ (u-b)?' 



on aura la formule 



¥{u)-2^^A/^,n{u,a)+A, -^ + — -^^ +... 

1 . 2 . . . ( a — i) da^-^ J ' 

la somme étant étendue à tous les pôles. En outre, les relations 



.IfiB 
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H 


cil ire 1 


les i>(Me< Pi le* cocrPicicDU tics parties princi 


pales 


B 






•^- 


1 


où l'o, 


[i fail successivenieol p = o, t, a, ,.., {m— i 


<)■ 


1 
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. Exemple. — Suit 




j 


Olle 


foncliou vérifie les relations 




■ 


Si dune on fait, pour un moment, 




■ 




x+„'_ï.„, 




■ 




î("-»'-«-?) = I'("). "^ 


d 


^m 



celte fonction F vérifie les deux dquaiioDs 

Pour cette fonction F le nombre entier désigné par m est donc 3. 
La fonction f(x) admet dans un parallélogramme des périodes 
les deux pôles simples et w avec les résidus respectifs ^ — 

et — u', . u / r Comme u est éffal à œ-i-tà' — -. la fonctioD 

H(o)H,(o) ° 2 

F(«) admet les deux pôles 



c les mêmes résidus 
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On a donc la formule de décomposition 

d'où, en revenant à la variable x et remplaçant A, B, a, h par 
leurs valeurs 

H'(o)H,(o) / , (0 , to\ / , w , a)\ 

Si Ton met pour ces fonctions ^2 les séries servant de définition, 
on a 

H'(o)Hi(o) 

H(2?)Hi(2?) 

«=-1-00 

= > (— l)«ûr2«' COt (x 2/10)') COt (37 — 0) — 2/ia>') . 



«= — 00 



La seconde cotangente est égale à — tang — (^ — 2/iw^); on a 
donc enfin, en réduisant. 



^ sin — (a? — 2/10)) 

0) 



On établira de même, à titre d'exercice, la formule 



H'(o)H ,(o)_7rt— '-"-^'^ 

6(07)6 



ll(0) TZl VT^ , . ; TU r , . ,-, 

-îr— ^ = — > (— 0''^ ^ cot-ra7— r2/i — i)o)'i. 

1(37) O) ^^ ^ ^ o)"- ^ ^ J 



M. Hermite a montré l'importance que présentent les développe- 
ments de ce genre pour les applications à l'Arithmétique. 

224. Formule de décomposition dans le cas de N positif. N = m. 

rmzui 



— Soit ^{u) une fonction aux multiplicateurs i et e ^ , Sup- 
posons que celte fonction admette les pôles simples a, 6, ..., / 
non deux à deux homologues, avec les résidus A, B, . . ., L. L'ex- 
pression 

^(w)= F(m)-}- A xm(a, w)+ B Xm(^, w)-4-. . .4- Lxm(^ m) 

est une fonction aux mêmes multiplicateurs, mais rH ayant plus 
A. ET L. 24 




Xm(A u) admet les malttplioatt^urs i ete " (a" SSI ). En outre, J 
pic, on a 
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depâles. En effet, chacune des fonctions F(u), 7_ni(a, «), 

Xm(A u)a<imetleainaltt| 
dtns le voisinage de u =^ 

F(a)» -^^ h fonction rfgohVi 

XM(att) = -t-fonciiim r<*fiiili*i 

et les aatres fooctloas -/,»(/', u) '/«(^ ") ^""^ régulières,-! 

Dans la comblnaisoD donnant 'V, dispai-ah. Le même fait s«. J 

produit en tous les pAles de F{k). I-J fonction 1'("). admettant 



Gt étant partout Unie, est nne des 
n''219. Elle t^si donc de la 



les multiplicateurs i et e 
fonctions entières C(u) ^tudlé< 
forme 

X,E*(u)-t-;, l^,iui^ 



où X«, X|, ..., X|»_| sont d'-$ constantes détermiaées. On a alors 1 
la formule , 



(28) 



I F{«) = -Ax„(«,«)-Bx^(6,u)-...- 
( -h-XoEo{m)-^-X,E,(m)-i-...+ X,„_ 



-.("). 



On pourra déterminer les coefficients Î-d, ).|, . - -, î.m_t en attri- 
buant m valeurs numériques à la variable ». Pour une étude 
plus détaillée de ce point, nous renverrons aux Mémoires de 
M. Appell, 

Dans le cas des pôles multiples, chaque terme de cette formule 
doit être remplacé par une somme telle que 



-Aï.(a,«)-A 



rf'-'l.(a,i.) 



Dans ces formules il n'y a aueune relation nécessaire entre les 
pôles et les parties principales correspondantes, \insi, quels que 
soient les points a, b, ..., ^ et les constantes A, B, ..., L, Xo, ),,, ..., 
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Am-o la fonction définie par la formule (a8) admet les multiplica- 



m Tt /// 



leurs I et r ^ 



225. Résumé. — On voit que le même élément simple '/m{^t y) 
peut être employé pour la décomposition des fonctions F(z^) à 



N TT ni 



multiplicateurs i et c *** , queN soit positif ou négatif. Quand N 
est négatif, N = — m, c'est x qui est la variable u et y qui coïn- 
cide successivement avec les pôles. Quand N est positif, N = m, 
c'est j/- qui est la variable u et x qui coïncide successivement avec 
les pôles. 



CHAPITRE Xm. 

PÊBIDMB ÉQDI?lUBinX8. N(mOMS 8DE IS 1^^ 



L — GÉmiiAUTÉi. 

S96-PéviodM éqiiintailM. — Soient aûi et a«/ une ptire de 
périodes primitives d'une fonction elliptiqae. Posons 

a, bj Cj d désignant quatre nombres entiers positifs, négatifs ou 
nulsy tels que 

Ea résolvant alors les équations (i) par rapport i «» et «/, on 

trouve pour co et iù' des fonctions linéaires et homogènes à coeffi- 
cients entiers de o>| et o)'^ ; par exemple, si ad — èc= i, on a 



l 0)= — 






On dit que 2o> et a co' d'une part, aw^ et 2iù\ d'autre part sont des 
systèmes de périodes équivalentes. Une fonction admettant les 
périodes aw et 2w' admet également les périodes 2C0| et 2co'^ et 
réciproquement. En effet, si une fonction F (a) admet les pé- 
riodes 2 o> et 2 (o', on a 

F(tt-H2C(d'-4-2rfw)= F(m); 

donc 

F(MH-2a>'i)=F(tt), 

F(a-H2a>i) = F(a) 

et la fonction admet les périodes 2(0^ et aw^. La réciproque se dé- 
montre de la même façon en partant des relations telles que (2). 
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Si une fonction F (m) admet les périodes aw^ et 2{ù\ on a 

F(u — ic(t)\-i-iaiiii)= F(m); 

donc 

F(M + ato')=:F(M), 

F(M-h2W) = F(w). 

227. Rapport des périodes. — Nous avons supposé que, dans le 
rapport des périodes 

_ ^' 

la 

le coefficient de i est positif. Nous allons démontrer que, dans le 
rapport 



^1 



des périodes équivalentes, le coefficient de i est encore positif si 

ad — bc = -\-i; 

il serait au contraire négatif si Ton prenait 

ad — bc = — i. 
En efiet, soit 

0) = a 4- p ï , 

io'=a'-+-P't; 

on a 

_ a/ _ (a'-hP^t)(a-Pt) 
'^ ~ w ~" a2H-p2 ' 

le coefficient de i est donc du signe de 

' Soient maintenant 

a>i = ai -h Pi if, Wi = aî-+-Pii; 

les relations (i) donnent 

p; = ap'H-6p, pi=cp'-+-t/p. 

On voit que 

«1 Pi— Pi «!=(«?'— pa')(ac?— 6c), 
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et si l'on prend ad — 6c = i , 

doDC le coefBcîeot de i, dans 

i', am'-\- ft«É _ OT -t- fc 

1 ^ 

a également le signe -(-. 

Si l'on avait ad — be=^ — i, le coefHciom de i dan^ t, s 
négatif. 



éqairaleitlM. — 

H> = amu -h- aitu' 

dans lesquelles m et n, m^ et ni prennent toutes les vsleui 
dires positives, négatives on oalles. lies points w forment les 
sommets da réseau des parallélogrammes construits avec les pé- 
riodes au et au'; les points «■,, les sommets du réseau aDalogut- 
constniit avec a<tf| et a*»',. Nous allons montrer que ces deux 
réseaux ont les mêmes sommEts, c'est-à-dire qtic les quaalilés it'i 
sont, à l'ordre près, identiques aux quantités ic. 

En efTet, chacune des quantités w, fait partie de la suite des 
quantités w, comme on le voit, en remplaçant, dans w^ , u, et ia\ 
par leurs valeurs (i) en fonction de w et w'. Inversement, comme 
ad — bc i=dr i chacune des quantités w fait partie de la suite des 
quantités w,, comme on le voit, en remplaçant, dans w, ta et w' 
par leurs valeurs (2). Donc, si l'on suppose ad — bc^^±i les 
quantités w sont, à l'ordre près, les mêmes que les quantités n>,. 
Les deux réseaux ont les mêmes sommets. 

On peut remarquer, en outre, que les parallélogrammes du 
premier réseau {aw, ato') sont équivalents en surface à ceux du 
second {11»,, au,). En effet, les trois points 



sont les sommets d'un triangle qui est la moitié d'un parallélo- 
gramme des périodes 2(i> et ao>'. Si l'on fait 
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la moitié de l'aire de ce triangle est 
Si l'on fait de même 

la moitié de l'aire du triangle de sommets 

o, awi, 2tù\ 
est 

Or nous venons de voir (n° 227) que ces deux quantités a^' — ^a' 
et a^^ — ^a'^ ont même valeur absolue. Le théorème est donc dé- 
montré. 

II. — Notation de Weierstrass. 

229. Formes en nombre inâni de la fonction a'. — Considérons 
le produit doublement infini à l'aide duquel nous avons défini la 
fonction du 



\ ii * if! 
u i I [ i— —]e^^^ ^' 



m 



w = 2 mtù -\- 2 rtij) , _ > o, dbi, =iz 2, ..., 

et soient 2(0|, 2 (ù\ des périodes équivalentes à 2(o, 2(0'; les quan- 
tités 

Wi — a/niWi-t- 2/iia)i, _ > o, dz i, ±: 2, . . ., 

/il — ) 

sont les mêmes, à l'ordre près, que les quantités iv; le produit 



n'{" 



\ — * ifl 



est donc composé des mêmes facteurs que le produit précédent; 
ou, en précisant, tout facteur de l'un des produits est aussi un 
facteur de l'autre produit. On sait que Tordre des facteurs n'inter- 
vient pas; on a donc 



u 1 m' t / _. \ M 11/' 



»n(-ï)-*-'='=»n'(-^) 
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OB, en désignant ptrrf(u[ M, »/), It foiictinu^dditt les xt^ros sont 
•MM •*• su**', 

•oni U seule condition tfoe les périodes »ii),, ^id)', sont équiva- 
lentes lox périodes su et ai/. 

Ainsi U fonction tf ne change pas ^ uand on remplace la paire 
de périodes primitives, qai a servi à la lonsmiii-e, pur toute autre- 
paire de périodes équivalentes. Il en fsi 6c mt^mt, èvidcnutient, 
des fonctions Ç et p qni se déduisent do i par den, dîlTi^rcntiatloDS, 
Cestce que l'on voit aossi en partant <1l'$ séries qui déQnisseal. 
Ç(u|w, vf) et j)(b|u, u*). Quand, dans cf?s si'ries, on remplace^ 
au et ati/ par les périodes étjnivaleti 1 1": ■>.u>, et au',, elles 
changent pas, car les termes qui IcB composent ue font que; 
changer de places. 

S30. Inrarlasts. iBrariant abaoto 1. ^ Les invariants 

w = amH + aabi' 

ne ctiangent pas de valeurs quand on remplace les périodes 2i<> 
et au' par des périodes équivalentes 2(o, et 2cd', . Ce fait est évident, 
d'après ce que nous venons de voir, car la substitution de ta, 
et (1)', à u et (1)', dans les deux séries, ne fait que changer l'ordre 
des termes. 

La quantité gj est homogène et du degré — 4 par rapport à (u 
et 0)'; gs, homogène et du degré — 6 par rapport à <■» et ta'. On 
peut mettre ce fait en évidence, en écrivant 



^'-"■'■7,jI! (.„^-\„,). - 

Le discriminant 

est homogène et du degré — 1 2 par rapport à u et u'. 
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Nous allons former une combinaison de g^, et gz homogène et 
de degré o en a> et w' : cette combinaison ne dépendra plus que 
du rapport des périodes t. Pour cela considérons, avec M. Klein, 
la quantité 

J = — = 02 ^ 

Cette quantité J, étant le quotient de deux fonctions homogènes 
de degrés — 12 de (o et o>', est du degré o. Elle ne dépend plus 
que du rapport t des périodes. Nous mettrons en évidence cette 
variable unique t dont dépend J, en écrivant cette quantité J sous 
la forme 

J(T). 

On peut appeler cette fonction J(t) X invariant absolu des fonc- 
tions elliptiques aux périodes 2(0 et 2(0'. Nous avons déjà re- 

0.3 
marqué au n° 36 que ^ est une fonction du seul rapport des 

périodes : avec la notation de M. Klein, on a 
(3) 4 = 27-,--. 

m. — Fonction modulaire. Groupe modulaire. 

231. Propriété fondamentale de la fonction J(t). — Comme les 
invariants g^ et g^ ne changent pas quand on remplace 20) et 2tù' 
par deux périodes équivalentes quelconques 

a>i = aa)'-+- 6co, 

0)1 = co)' -+- û?a), ad — 6c = ±1, 

il en est de même de J. Or, quand on fait cette substitution, le 
rapport 



O) 

T = — 
b) 



devient 






{ù\ az -\- b 



(oi cz -h d 
On a donc 

J(ti)=J(t), 

ou encore 
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a, b, c, d désignant quatre entiers qndeiHiqaes tels <pi« 



La fonction J(t) présente donc c<Ue propriété remarquabU 
de ne pas changer de Talenr, quand pi rrmplace -; par '^- — -, 
b, c, (/étant des entiers aisojettts àla seule con'Jiium 



C'est la plas simple des fonctions modulaires. Elle nous olTre le 
tjpe d*nn nonvean genre de fonctions, compreDaiit les fonclioas 
modulaires, dont le premier exemple a éi^ donné par M. Hermiie, 
à propos de ses recherches sar la ré^oluiion de réquaiion du 
cinquième degré, et dont les propriétés gifnéralcs ont été princi- 
palement étudiées par M. iUein (Vojez Vorlesungcn tiber die 
Théorie der eîtiplischen Modulfunctionen , ausgearbeitet von 
D' Robert Friche, Leipzig, Teubner; 1890). Ces fonctions sont 
d'ailleurs un cas très particulier des foDctions fuchsîeoiies et 
hleinéennes dont la théorie a été crét'e par M. Poincaré (Acta 
Afathematieay 1. 1). , 

S32. La fonction J est paire- — Dans la relation fondamen- 
tale (4), on peut prendre par exemple a = i, d^ — i, 6^0, 



J(- 



T) = J(t>. 



Ceia résulte d'ailleurs évidemment de ce que les invariantes et ^3 
ne changent pas, quand on change l'une des périodes w ou tu', de 
sigoe. 

D'après celte propriété, on peut toujours supposer que les 
quatre entiers vérifient la relation 



'(:-^)-(^?^> 



on peut donc toujours changer à volonté le signe des entiers a et 6 
et par conséquent celui de ad — hc. Dans tout ce qui suit nous 
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nous Hmilerons en conséquence au cas de 

ad — 6c = -t- 1. 

Nous supposerons la partie imaginaire de z positive : celle de 

a'z -\- b 

'^i= -j 

cz -\-d 

est alors également positive (n® 227). 

233. Remarques sur les substitutions linéaires. — Soit 

ai -\- b 

T, = -jy 

cz -^ a 
on dit que Ton obtient Tj en faisant sur t la substitution linéaire 

ai -\- b 



(5) -:!= Sx = 



ex -i- rf 



Substitution inverse, — En résolvant par rapport à t la rela- 
tion (5), on a une autre substitution 

(6) X = Hi^-t^, 

c~i — a 

que l'on appelle substitution inverse de S et que Ton désigne pour 
cette raison par S~*. On a alors 

X = S— *xi. 

Produit de deux ou plusieurs substitutions, — Soit S' une 

autre substitution formée avec d'autres coefficients a', 6', c', rf^ 

Posons 

c, a'xi-HÔ' 

X2 = O Xi = —, -jj 

c xi-f- d 

et cherchons la relation entre Ta et t; nous aurons, en remplaçant 
T< par sa valeur St, 

,ç^ a'(ax-4-6)-f-6'(cx-h^) 

c {az-\- b)-\- di^ci-^ d) 

Cette nouvelle substitution linéaire To = y^ ft* dont les coeffî- 

Gx-f- D 
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dents lont 

s'appelle le produit de S par S^; mi la désigne par S^S* On a Mes- 

tiqoanent 

AD - BG « («fif— y 0(fNi -* Ae). 

La snbstitation SS' est de même le produit de S^ par S : oa 
I*obtieiit en faisant dVbord la sobslitotion S', pois snr le résultat 
la substitution S. Cette sobslitotion SS^ est, en général, diflMrente 
de la substitution S' S. Dans cette notation symbolique des sub- 
stitutions, il n*est donc pas permis d^intenrertir Fordre des fiieleurs. 
On peut maintenant imaginer trois substitutions consécniries S, 
S^ S' : la substitution linéaire obtenue en faisant d'abord la sub- 
stitution S, sur le résultat la substitution S^, sur le nouveau résultat 
la substitution S% est désignée par 

et ainsi de suite. 

Quand deux ou plusieurs substitutions eonséeutives sont les 
mêmes, au lieu d'éerire SS, SSS« • . . , on emploie la notation des 

exposants et Ton écrit S', S*, .... 

Remarque, — Le produit de la substitution par son inverse 
est la substitution identique 

que l'on désigne symboliquement par i. On a, en effet, 

x = S-iT,; 

donc, en éliminant T|, 

T = S-»Sx, 

ce que l'on exprime en écrivant 

S-iS = i; 

on a aussi 

SS-i = i. 

Si l'on répète deux, trois fois de suite, la substitution inverse 
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S""% au lieu d'écrire S~* S"*, S~* S~* S"*. . . . , on emploie des ex- 
posants négatifs et l'on écrit S~^, S~^, 

234. Groupe de substitutions. — Une suite de substitutions 
données S|, S2, . . ., Sy, . • ., en nombre fini ou infini, 

Q ayZ -h by 

Oy'Z — — 

CvT -h «v 

forme un groupe, si l'inverse d'une quelconque de ces substitu- 
tions et le produit de deux quelconques de ces substitutions sont 
encore des substitutions de la suite. 

235. Groupe modulaire. — D'après cette définition, toutes les 
substitutions en nombre infini 

„ az -h b 

Sx = -j, 

cz -h a 

où a, 6, c, d sont des entiers assujettis à la seule condition 

ad — bc = 1, 

forment un groupe. En effet la substitution inverse de S, 

„ , — dx -h b «1 T -h ^t 

b-l T = = -7- y 

CZ — a CiT-hai 

est encore formée avec quatre entiers «i, è^, c<, rf| tels que 

aidi — 61 Cl = ad — bc = i. 

Le produit S'S de deux des substitutions considérées est une 
substitution 

At-4-B 

Gt + P^ 

dont les coefficients sont entiers d'après les formules (7) et véri- 
fient la relation AD — BC = i , car on a 

AD — BG = (a'd— b'c'){ad — bc) 

et les deux facteurs du second membre sont égaux à i par hypo- 
thèse. 

Le groupe ainsi défini est le groupe modulaire, et l'on peut dire 
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qoe la foDCiion J(t) esl laissée invaritUe par toales les aobstîlii- 
lions de ce groupe. 

236. BvJbslitiàknMùmiêniÊmM — Tontes 

les sabstiiations du groupe modulaire peuvent être engeadiées 
par les produits des puissances positives et négatives des dteux 
substitutions 

Sxa=T-4-I, (as=l, 6s=l9 ersO, clsl)» 

Tx= 9 (as= o, 6ssi, ess_iy <f sso), 

que Ton appelle pour cette raison les substitutions fondametumles 
du groupe. 

LHnverse de Sx est 

S-«x=:x— i; 
rinverse de Tx est 

T-«x=— i, 

X 

elle est égale à Tx. Nous ne nous arrêterons pas à démontrer que 
toute substitution à coefficients entiers 

ax-f- fc 

cz-^ d 

telle que ad — bc =^ i , peut être obtenue en multipliant ces 
substitutions fondamentales et leurs inverses dans un ordre quel- 
conque, chaque facteur pouvant être répété un nombre quelconque 
de fois. Nous admettrons ce point dont on trouvera la démon- 
stration dans le Livre de M. Klein sur les fonctions modulaires. 

Bornons-nous à remarquer que le fait, que toutes les substitu- 
tions du groupe modulaire peuvent être obtenues par la multipli- 
cation de deux substitutions fondamentales et de leurs inverses, 
a déjà son analogue dans la théorie des fonctions doublement pé- 
riodiques. Si Ton appelle 20) et aw' les deux périodes, une fonc- 
tion doublement périodique F(w) ne change pas de valeur quand 
on fait sur u toutes les substitutions contenues dans la formule 

m et n étant deux entiers quelconques. Ces substitutions forment 
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un groupe qui admet comme substitutions fondamentales les deux 

substitutions 

Sa = w H- 20), 

dont les inverses sont 

S-* W = W — 2W, 

T-i u = u — 2C0'. 

Tl est évident que par la multiplication de ces substitutions on 
obtient toutes les substitutions de la forme u -\- irritù -\- intù' , 

237. Interprétation géométrique. — Pour représenter géomé- 
triquement la double périodicité, nous avons divisé le plan en 
cases qui sont des parallélogrammes tous égaux, et nous avons 
remarqué que la fonction reprend les mêmes valeurs aux points 
homologues de toutes ces cases. L'une de ces cases étant choisie 
comme case fondamentale, quand le point u décrit celte case, les 
points homologues, u + irruù -i- intù' ^ décrivent chacun une des 
autres cases. 

On peut opérer de même pour la fonction modulaire J(t). 
Comme nous supposons la partie imaginaire dcT positive, le point 
représentatif de t est dans le demi-plan situé au-dessus de Taxe 
des quantités réelles. On peut alors décomposer ce demi-plan en 
cases telles que Tune de ces cases étant choisie comme case fon- 
damentale, quand le point t décrit celte case, les points 

ax -h 6 

ex -4-C? 



a, 6, c, d entiers tels que ad — bc = i, décrivent chacun une des 
autres cases. La fonction J(t) prend alors la même valeur aux 
points correspondants de toutes les cases et il suffît de la connaître 
dans la case fondamentale, pour la connaître dans tout le demi- 
plan. 

Cette division du demi-plan en cases peut se faire d'une infi- 
nité de façons. La plus simple est celle que l'on réalise avec des 
arcs de cercle ayant leurs centres sur l'axe des quantités réelles. 
Le point de départ de celte division est dans l'interprétation géo- 
métrique des substitutions linéaires, à coefficients réels, à l'aide de 
la combinaison de deux transformations successives par rayons 
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vecleors féciproqnet, telle qu'elle rétulte des trManx de 
MM. Klein, Schwan et PoiDcaré, 

IV, «- NoTAnen m lâeen. 

238. T»pf eeelott de J(t) êa fanetien éa moJwI» k. — Noneerons 
indiqué (n^ 87) la relation qui lie la fonetion pu aux périodes a«> 
et a«/ à la fonction snu aux périodes aK. ei alK/. Nous UYons vu 
que le rapport des périodes est le même 



• 



»' iK' 

t «X — as -v. 



et, en désignant par X une constante auxiliaire, nous avons trouvé 
pour les racines ei , es, e« 4es valeurs 

3>seisa— A«, 3X«es=ssi^>— i, sXt«|s-.i-.|a; 

on en déduit les différences des racines deux i deux et l'on en 
conclut en multipliant ces trois différences 

On sait que, dans un polynôme 

dont les racines sont ei, 62, €3 le discriminant 

A = ^1 — 27^1, 

est donné par la formule 
On a donc 



A = 



X" 



D'autre part, le produit des racines étant ^ on a 

4(25 — A:2)(i — 2A:2)(i-hA:î) 
^'=- ^^ 

L'expression de J en fonction du module s'obtient alors facile- 
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ment. On a en effet 

J = -— ) J — I = 27 -— 9 

A A 

donc 

(2 — X-2^Mr — '2^2)2(1 _^ ^2)2 



(8) J-i = 



27/c*(i — A:2)2 



D'après cette relation, quand J est donné, k^ a six valeurs. Mais on 
vérifie immédiatement que, si 

k^= Il 
est une racine de l'équation (8) en /r^, les autres racines sont 

I IX I jJL I 

-, I — ji, ■ ) — - — » • 



fX II [l — l i—ii 

Il suffit de constater que le deuxième membre ne change pas 
quand on remplace A*- par l'une de ces six quantités. 

Le carré du module k^ est une fonction du rapport des pé- 
riodes T. Quand on remplace t par -j> a, 6, c, d étant quatre 

entiers tels que ad — bc = i, J ne change pas; on en conclut 

que k^ ou bien ne change pas, ou bien prend l'une des nouvelles 

valeurs 

I ,„ k^—i k^ I 



k^ ' A'2 ' A-2— r i — k^ 

Pour que k'^ reste invariable il faut assujettir les entiers a, 6, 
c^ d k des conditions supplémentaires dans le détail desquelles 
nous ne pouvons pas entrer. Les substitutions spéciales du groupe 
modulaire qui n'altèrent pas /r^ forment ce que l'on appelle un 
sous-groupe. 

Nous indiquerons, en terminant, quel est, pour la fonction H 
de Jacobi, l'effet du remplacement des deux périodes, qui ont 
servi à la construire, par deux périodes équivalentes. 

239. Formes en nombre infini des fonctions de Jacobi, Fonction 
H(a). — Considérons la fonction 

H ( a, g)= 2. y q sin 1>J q^ sin h . . . , 

'^^ ^ 20) ^ 2a> 

ITTO)' 



= e ^ = e''", 



A. ET L. 25 
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el en mtaie temps la foselioa H^, Q) dont le déreiop|ieflieBl se 
déduit du pèchent eo y lemplataiit st# et at/ per les périodes 
éqnivilentes at#i et %%»\^ Q étant ee que devient ^ par aoiie de 
cette substitution 

«n 4/xr » 3«n 



H(m Q)=aJ^sia iî ^af^sla ^^ 



• * • • 



Nous allons démontrer que les fonetiotts H(if9 Q) et fLim^ q) sont 
identiques, à un ficteur ezponentid |vès de la forme Ae'^, m dé- 
signant une constante* Cela résulte de Tégalité 

<]r(n|t*i,Os<]r(n)ti,«É'); 

car, si l'on y remplace chaque fonction d par la fonction H ccmres- 
pondante (n* Si), on obtient cette autre 



dans laquelle p, pn h et A| sont des c<Histantes convenaUemeiit 
choisies. On en déduit immédiatement 

H(«,Q)^Ae«-H(ii,g), 

A et a désignant des constantes. Noas allons déterminer a. 

Revenons aux notations habituelles des périodes pour les fonc- 
tions de Jacobi, en posant 






avec 



£V = aiK' -h bK, 

a, b, c, d étant des entiers tels que 
(10) ad — 6c = 1. 

Ces quatre entiers ne peuvent pas être pairs tous les quatre ni 
impairs tous les quatre. Si b est pair, a et rf sont impairs; si a est 
pair, 6 et c sont impairs. 



PERIODES ÉQUIVALENTES. 38; 

Pour déterminer a remarquons que l'on a 

/ H(a-4-2L, Q) = — H(a, Q), 

(il) l ciTZ 

s étant égal à + i ou à — i suivant la parité des entiers d et c. On 

a en effet 

H(w-4-2rfK, q) = {-\YYi{u, g): 

changeant, dans les deux membres, u en u-\- 2CfR' et se rappelant 
la formule (n® 77) 

on a la seconde des formules (i i) où 

£=(— l)rf-HC. 

La relation 

H(m, Q) = Ae«"''H(a, q) 

donne alors, en changeant w en w + 2L dans le premier membre 
et u eu la quantité équivalente u -f- 2rfK + ici¥J dans le second, 

H(aH-2L, Q)= Aea(«+2L)-.H(w-f-2c?KH-2ciK', ^). 

Divisant membre à membre ces deux dernières relations en tenant 
compte des équations (11) nous trouverons 

(12) — I = ee ^ 

Cette relation ayant lieu quel que soit w, les termes en u doivent 
disparaître dans l'exponentielle, d'où la valeur de a 

a = 



4 KL 



Comme vérification, remplaçons a par sa valeur dans la for- 
mule (12) et réduisons en remplaçant L par rfK + crR', nous ob- 
tenons 

— 1 = t{—iYo 

ou, d'après la valeur de e, 

relation évidente, car rf et c ne peuvent être pairs tous deux. 



3Si CaâMTSS XIII.— »iBtO»BS iOVITâUllITSt» 

Oa a done, en définitm» régêlité fandamenlale 



(i3) H(mQ)«A#'T»rH(mf), 

où A esl une constanie i|ii*il reste à détemimcr. Nous ne naos 
oeeoperons pas ici de ce calcvl. 

On Toil que, ao point de voe o& nons nôns plaçons ici, la fonc- 
tion H de Jacobi se comporte d'une fa(on moins simple qne la 
fonction tf, puisque d ne ckange pas quand on remplace les pé- 
riodes par des périodes équivalenteS| tandis que H se ,r^rodait 
multipliée par une exponentielle. 

Cette relation étant obtenue, on en dédoit aisément des rdations 
analogues entre les fonctions 6, 6|, H| c<mstruites d'une part avec 
K et iK'i d'autre part avec L et iV. Il suffit dans la formule (i3) 
de remplacer, dans le premier membre, u par n + L, ou n + iL', 
ou tt+L-hiU, et dans le second membre, npar les valeurs ^ales 

ii4-rfK4-c«K', ou a+6K+a«K'ouii+(^-i-<30^+(^+^)''^'* 
Tenant alors compte des relations du n* 77, on aura les relations 
demandées. Ces rdations prennent des formes différentes suivant 
les parités des nombres a, fr, c, d. Elles permettent d'exprimer le 
module des nouvelles fonctions elliptique en fonctiim de k. 

Nous ne les écrirons pas, et nous renverrons le lecteur au Cours 
de M. Hermite à la Faculté des Sciences, où les calculs sont 
poussés jusqu'au bout dans une hypothèse particulière sur les 
quatre entiers. 



NOTES. 



NOTE I. 

IMPOSSIBILITÉ DE L'EXISTENCE D'UNE FONCTION CONTINUE 
AVEC DEUX PÉRIODES DONT LE RAPPORT EST RÉEL. 



Soit F(w) une fonction d'une variable imaginaire avec deux périodes 
oj' et 0) dont le rapport est réel 



a et b étant réels. Si l'on fait 



0)' 
0) 


_ b 

a 


u = 


0) 

a 



quand z augmente de a, u augmente de w, et quand z augmente de b, u 
augmente de co'. La fonction 



/W-f(2 



admet les deux périodes réelles a et b. Nous allons démontrer la propo- 
sition suivante : 

Ou bien les périodes a et 6 se réduisent à une; ou. bien la fonction /(^) 
est constante. 

En effet, la fonction admettant les deux périodes a et b admet égale- 
ment toutes les périodes 

Ma-HN6, 

où M et N désignent deux entiers quelconques positifs négatifs ou nuls. 

Considérons un axe G a? et prenons sur cet axe un segment OA égal à a. 
Si l'on prend, sur cet axe, un point x d'abscisse a?, on peut toujours choisir 
un entier m positif ou négatif de telle façon que le point 

{ = a? -f- ma 
soit à l'origine ou sur le segment OA : appelons ce point le point homo- 
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Ug9u de s. Alom eoMidéroM les poiatt fabichft 
«I Umn iMMBologaei 

tOM liUiés sur 0A« ToaUt les qmnlilét jP|, #k, ...^ jr»«l %mÊm leur» 
diSêreseet js<-4p^ sobI des pModet de/[sX «^ ^^1^ *^>^ to^as de fai 
innM Ma -fr> N*, M d 11 étaat eattot. 

• Fîf. afi. 

Si unu les poists jTi» «k, . • ., jr« tost dktnets, 3 ea eti «a Moias deax 
«y et j^doatladisUace soit aa fdas ^|ile à ^ 

ea effet, si Toa divise le s^aioit OJl ea n — t parties éf^Jes, fl existe aé- 
eessaîreaieat aae de ees divisioas ^ai eoatieat aa moias deax des poiats. 
La foaetioa adnet alors la période 



et l'on a 

/(z-f-a)„)=/(z). 

Faisons croître naainteDant n indéfiniment. Deux cas sont à distinguer : 

i*" Quelque grand que soit n les points x^, Xf, ..., Xn sont distincts : 
alors la fonction admet une période &>» différente de zéro mais aussi 

CL 

petite que Ton veut, car elle est au plus égale à • La fonction est une 

constante : en effet, on a 

— o, 

w« 

quel que soit n. Quand n augmente indéfiniment, &>«. tend vers zéro; le 
rapport figurant dans le premier membre tend vers la dérivée f\z) et 
l'on trouve 

f\z)= o, f{z)= const.; 

2" Il existe une valeur de n telle que deux des points arj, Xj, ..., x,, 
soient confondus 

wCy ^"~ ^UL O» 
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On a alors 

vô -4- rriy^a = jx6 -h m^a^ 

relation de la forme 

(i) pa -h qb = Oy 

p et q étant deux entiers que l'on peut toujours supposer premiers entre 
eux, car on peut toujours, dans la relation (i\ diviser les deux membres 
par les facteurs communs k p et q. Dans ce cas, les périodes a et 6 se ré- 
duisent à une. En effet, p et q étant premiers entre eux, il existe deux 
autres entiers/?' et q' tels que 

(2) PÇ'—9P'=^' 
Désignons alors par c la quantité 

(3) p'a-^q'b = c\ 

c est évidemment une période de f{z)\ d'autre part, en résolvant les rela- 
tions (i) et (3) par rapport à a et 6, on a, d'après (2), 

a = — qc, b =pc; 
les périodes a et 6 sont donc des multiples d'une période unique c. 



ADDITION \ LA NOTE I. 

IMPOSSIBILITÉ d'une FONCTION L'Nl FORME ET CONTINUE AVEC TROIS PÉRIODES. 

Imaginons une fonction /(^) d'une variable imaginaire z avec trois pé- 
riodes a, p, Y dont les rapports sont imaginaires. Nous allons montrer ou 
que la fonction est constante, ou que les périodes se réduisent à deux. 

Remarquons d'abord que la fonction admet comme périodes toutes les 
quantités 

(i) Ma-4-Np + PY, 

M, N, P étant des entiers positifs, négatifs ou nuls. Construisons ensuite, 
dans le plan représentatif des imaginaires, le parallélogramme des périodes 
a et p, OABG, ayant pour sommets les points 

o, a, p, a -f- p. 
Un point quelconque z du plan a, dans ce parallélogramme, un homo- 




CoB^détw» ator* les n* pointi 

Tf. n. 3t 
rntir.t rt li-iirs liomu)n;;iK'« 

La fonction admet comme périodes toute* le» quantités x,, Si, .... «,> 
et les dilTérences de ces quantités deux i deux, car ces quantités et leurs 
différences sont de la forme (i). 

Appelons X la longueur de la plus grande diagonale du parallélogramme 
OABC. Si tous les points 

(a) -Zl, -21, .... Xn' 

sont distincts, il en est 
que En effet, di 



loios deux^v et3)j,dont 
s les câtés OA et OB e 



s par les poin 
logramme OABC : nou 



a distance est moindre 

(n — i) parties égales 

i de division des parallèles aux côtés du parallé- 
diviserons ce parallélogramme en (n — i)* cases 

égales entre elles ayant pour grande diagonale ; sur les n* points(2). 

il en est forcément deux, au moins, ^v ^t Zji, dans une de ces cases. Leur 

distance est alors moindre que • Analytiquenient le module des, — 3^ 

est moindre que ■• La fonction admet donc la période 



dont le module est moindre que 
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n — I 



co„l<-_- 



Deux cas sont à distinguer : 



1° Quelque grand que soit n les points (2) sont toujours distincts. La 
fonction admet alors une période non nulle w^^ dont le module peut devenir 
aussi petit que l'on veut. Elle est constante, car 

donne, pour n infini, 

f'(z) = o. 

;i° Pour une certaine valeur de /i, deux des points (2), Zy et z^^ coïn- 
cident. On a alors 

relation de la forme 

(3) /?a-+-^8-hrY = o, 

/?, Çj r étant trois entiers qu'on peut toujours rendre premiers entre eux 
en divisant (3) par les facteurs communs à/?, ^, r. Les périodes se ré- 
duisent alors à deux. 

En effet, appelons s le plus grand commun diviseur de p et g : on peut 
déterminer deux entiers p' et g' tels que 

(4) P9'—9P'= s. 
Posons 

(5) . 5^ ' 

( p'^-^g'^ = b; 

a et b sont des périodes de la fonction, car — et — sont entiers. Les équa- 
tions (5), résolues par rapport à a et ^, donnent 

a = g' a — - b, 

s 

(6) 



( ?=-p'a + £b. 



et la relation (3) devient 

(7) 5a -H ry = o, 



tttr éUnt in «ntict» pnoiicrf «aire «s. On IKnt ehoôir deux entten 


(•> 


^^ 


««tut 


ïpÉrinde. On tircdc(7)«t(8} ^^^| 


fo4at 


^^H 
^^^1 




■ 




■ ■ 




V ^ 


tetin 

liODMt 









NOTE IL 

CONVERGENCE DU PRODUIT DOUBLEMENT INFINI QUI SERT 

A LA DÉFINITION DE o'm. 



Pour définir <iu nous avons considéré le produit doublement infini 

/ tV = 2/Wa> -f- 2/10)', 
II'('-I)*^"''^' pi =«'±'.±-.±3, ±...,±00, 

\ w = o exclus, 

et nous avons admis que ce produit est convergent. Pour le démontrer, 
nous établirons la convergence de la série obtenue en prenant les loga- 
rithmes des facteurs 

Si l'on choisit pour détermination du logarithme de (i j celle qui 

tend vers zéro quand w devient infini, le terme général peut s'écrire, en 
développant le logarithme en série : 

__ u^ f \ \ u \ u^ \ 

et l'on voit que le rapport 

I u^ 
t • 

3 w^ 

tend vers i quand w devient infini. D'après cela il nous suffit de considérer 
la somme 

ou encore de démontrer la proposition suivante : 
La série 



t 



= o, -h I, ± 2, db. . ., 
n • 



(2/ntO -+- 2/10)'!^ 

(m = o, /i = o exclus) 



est une série convergente. 



3g6 KttTI il' 

Non* raprodnirov* tue dteoistratiou tk ce tli^orfmc duc â Ei!>^.nsteio, 
tells ^'dÛe ett e^poiée iwr M. Homiite (Court de In Fucullé des 
Seiatte—, V éditû», p. aiS). 

Soint#et^lM coordonnéot rnrtc«iennes d'un poÏDt, envisageons l'cl' 
UpM donaie par l'iqaitit» ^M 

mo4*(aiux ft.ut'x)= 1 ^1 

ofe h pranier mentirent I« Mm.- du modnicdn iiaïai -^ zia'y, el Aésignom 
par A tOB fnai axe. Poar tontes le» valeur» de :r et de ^ qui rcpréseatenl 
an point de la eonrbe, oa a doae 

••+J«< A» 

on bieD, eoBne eacepoiat |aod*(«wai-»-9H'^)ni, 

afi-t-j^< A« mod'CsM* + *•»• 

Cette relation <t>Bt homogène par rapport nx nriaUaa m fH. y nbaiate 
■i l'on y remplace mtiy par \m et 1/', 1 éuat ane quantité qndeoaqne; 
elle A donc lien qnellea que K^eat les Talenrs de ar et d&^. Hons la 
mettront aoni la forme 



Une limite tnpérienre dn module de la tomme conaMMe eat donc 

A. >^ j et il suffit de démontrer la coDvergence de cette série 

(/n'+n'jï 
qui est d'une forme plus simple. 

A eet effet, partageons le plan en carrés par des parallèles aux axes Oy 
et Ox dont les abscisses el les ordonnées représentent tous les nombres 
entiers. Les sommets de ces carrés, l'origine étant mise à part, ont ainsi 
pour coordonnées tous les nombres entiers et correspondent aux divers 
termes de la série 



(nt' + «')» 



Considérons d'abord la suite formée par la somme des termes corre< 
pondant aux sommets situés sur la bissectrice Oa de l'angle des cooi 
données xOy\ pour ces points on a m = n: la somme envisagée est doi 
égale, a un facteur numérique prés, à la série simple 



elle est par suite convergente. 
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Prenons maintenant la somme des termes pris sur O iP et dans l'angle a? O -s; 
il sufGra évidemment d'établir sa convergence pour démontrer notre pro- 
position. 

Soit, pour abréger l'écriture, 



et posons 



3 =:(m, n) 

(m2-f-/l2)2 

Ml = (1,0), 

M2 = (2, O) +(2, l), 

M3 = (3, O) -f-(3, l) -i-(3. 2), 

• > 

Ufn = {rn, o)-i-(m, i)-^. . .h- (m, m — i), 

la série simple à laquelle nous sommes amenés, savoir 

Ml -h M2 -h W3 M- . . . -I- w„t 4- . . . , 

est manifestement convergente. En effet, chacun des m termes qui com- 
posent u,n est plus petit que le premier (m, o) qui est égal à — r- On a 
donc 

u„i< --;• 

Ainsi la série ^^u^ a pour limite supérieure ^ — ^ dont la valeur est 

finie. 

La série proposée est donc convergente et a une somme indépendante 
de l'ordre de ses termes; comme nous l'avons dit en commençant, on en 
déduit la convergence du produit doublement infini qui sert à définir o'm. 









NOTE 


m. 
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^M SUK LE nÈVELOPPEWBNT PES PONlTTOSS tt ES FACTEUnS. ] 


^^H >vo 


ati 


■ page i>i. en iilcot 


lilDl 


i-xpreision de ^i sous forme 


^^M de 


*(C 


VxprcMioa de 0) )ou« farmo tle série, obtenu l'itleDiitc 1 


^H 


A( 


+ 39Cn»a*— ^ï)(l 


*,y» 


eo«*^9')... 


^H *' 


= 


l-^ayco*ia?-M7 


rù.i* 


^.... 


^^H Nnu* avoo» 


réserva & te luument la dr 


crmia 


■ liou de la constante A. Voici 


^^Ê lu ni£tlii>d(^ 


que 


M. Bifhler a dnDU<.' 


e pour 


délercniner A, méthode qaO 


^^H nom cmpru 




B une ^oli^ de M. Hermilf 


placée à la fin de la dernière 


^H I 


Analtti- tlp Serrel. 






^^H Considjr 


n« l« 


produit couiposii d'u 


n nombre fini de facteurs, f 




A 


j) = (i-^9s)(i-H7»*)...( 


.,..-.., i 






x(..i)(.. 


ï)- 


i-^)- ^ 



le développement suivant les puissances positives et négatives de z sera de 
la forme 

Cela étant, l'identité suivante, qui se vérifie immédiatement, 

/{î'a)(?*'-+?-s)=/(«){i-^?"'-^'^J, 
donne entre deux coeflicients consécutifs, A« et A;-,, la relatJoi 
A((i-jï'.+«) = Ai-,(î"-'-?"+'). 
Nous en tirons successivement 

I - 9"'+i 
A. = A,: 



?'(i-;'- "'l 
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et, par conséquent, 

'~ ° (I — <72«-»-«)(l — ^2/*+4). . .(1 _ q^n-^îi^ 

Tous les coefficients du développement s'obtiennent donc au moyen du 
premier A©, dont voici la détermination. 

Supposons i=n et remarquons que dans f(z) le terme en z^ ayant 
pour coefficient ^h-3-+-...h-2«-i^ on a immédiatement An = q'^*j d'où, par 
conséquent, 

^ (i — q^''^^)ii — 72«+4). . . (I _ ^W/) ' 
et enfin la valeur cherchée que j'écris ainsi 

Cela étant, faisons croître indéfiniment le nombre /i, cette expression nous 
donne 

A = î , 

et la relation entre Aj et A© devenant simplement A/= A©^**, on est con- 
duit à l'égalité 

(i-^qz)(i -4- q^z){i -f- q^z). . . (i -f- |) ^i + Ç) ^, + Ç) . . . 

Il suffit maintenant de poser z = e*'^ pour en conclure 

(î -h iq cosîa: -^ q^){i-h2q^ cos2a?-f- q^)- - - 
\-^-'iq cos2a7 -\-iq^ cos4ar-l-. . . 



La valeur de la constante A qui figure dans la formule (i) est donc 



BiSDHB DES PRDiCIPALBS FOBIOLES. 



FCNCIMBiS M M. WBIBBSnUKSS. 



Dipeloppement$ eà produite et Uria injlnù. 

eotlles H >* l 'H )f 

_i 1^ V— i— 

Développements en séries entières, 
gi u> gz u^ g\ u9 






C'a = a -4- • — 



ti*. 3.5 2».3.5.7 st».3î.5.7 



^ M 2*. 3.5 îà*.5.7 2*. 3.5*. 7 

pa=-^-i-*H- -f^ M'-f- -|^ w*-+- /' ., m6 

*^ M» 2^.5 2*. 7 2*. 3.5* 



RÉSUMÉ DES PRINCIPALES FORMULES. 4oi 

Relations entre pu et ses dérivées. 

P'2m= 4p'«* — /TîPw — ^3= 4(pM — ei)(pa — eîXpM — es), 
p''M = 6p2a — i^2> 

p'"u = I2pup' U. 

Homogénéité. 
a'(|jLM I [jLa), (j,a)') = [jt.a'(M | to, w'), 
Ç([xm| [1(0, iLisi') = --Ç(w|to,a)'), 

p({xa| [1(0, jxw') = — p(M|a), a>'). 

^2((^w, {xa)')= — ^2(w, 0)'), 

^3([XW, [1W')= --^3(0), 0)'). 



Dégénérescence . 



o 



I" (0 = 3C 



sin2 ( — ) 



jlY- 

10} / 



> ^1 = ' 60 = <?3 = 

2^2 ^2 ii^2 

TU TTM I / TT \2 

Çm = — cotang 1-5 — 1 w, 

2w "'210 3\'iaj/ 

u = e** ^2(1)/ — gin — . 



a° to = 00, (o'= 00 : 

'^ U^ U 

61=^2 =«3=0, ^2=0, ^3=0. 

Périodicité et formules d^ addition. 
p(M-^2a)') = pw, 

Ç(M-^ 20)) = ÇmH- 27), 7) = Ço), 

Ç(WH- 20)')= ÇmH- 27)', ^i'=Çw', 

i\.« ET Ju> q3 
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f 

fl'(ll-4-P)fl'(tt— P) 

p'tt 
— f:^ ss (^(ii ^ p) ^. ç(|^ — ir) — aÇii 

— p'p 

2- — = Ç(u-f-p) — Ç(a — p) — aÇ^, 

- £: «L« --: Ç(u-t-p) — Ça — Çp, 

a pu — pç . , 

'^ '^ '^ .4 \P«* — P**/ 

•^ ' pa— «1 

'^^ ' pa — «1 

P(«-^W) 4?i= • 

^^ ' pli — €% 



Racines e\, ej, e^- - Fonctions 3*1, 0*1, 0*3. 



p w - — 2 



(J'ai a'a)'a'(a) -h w')^^^ 



a'(w — u) 
3'2W -r e(r,-+r/ w_l^ ^, 



/a'ia\2 /C2m\* /o'smX* 



P a =: 



Les fonctions 0*1, 3*2, 0*3 sont paires. 



RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 



4o3 



b> 



Valeurs réelles de pu quand ta et -r sont réelles. 



Considérons le rectangle de sommets o, a>, w h- lo', w'. Quand l'argu- 
ment u décrit le contour de ce rectangle dans le sens o, w, w 4- a>', to', o, 
la fonction pu diminue constamment de -h 00 à — x> : 

i** Quand m va de o au sommet w, pw est réel et décroît de ce k ei; p' u 
est négatif. 

2** Quand m va de w à to -h w', p<« décroît de ei à e^, p' u est purement 
imaginaire positive. 

3" La variable u allant de 10 h- w' à w', pu décroît de e^ à 63, p' u est 
réelle et positive. 

4" Enfin u revenant de w' à o, pw décroît de 63 à — x; p'w est purement 
imaginaire négative. 

En tout point pris dans le rectangle, pu est imaginaire. 



FONCTIONS DE JACOBI. 



Séries trigonomé triques. 



K' 

— TT TT 



TZU 
2K 



H(w) = i^q sint^ — lyq^sïnZv H- -2/^25 sinSp 
Hj ( w ) = 2 ^q cos t^ -f- 2 v^^9 cos 3 i^ -h 2 v/^/^s cos 5 v 

S(u) — I — 2^ cos 2 ^J -+-2^*cos4<^ — 2^' cos 6 p 
0j(m ) = i -^iqcosiv -+- 2^* cos 4 1^ H- 7.q^cos^v 



• • 1 



• » 



Hi(m)=H(w-^K), 

l A 

ei(a) = iH(w-+-K-4-iK'), 



Zéros de U (u) 

H,(a) 



» 



» 



e(w) 



ei(w) 



2mK-f- 2/itK', 

(2m-4-i)KH- 2wtK'. 

2/nK H-(2/i-M)tK', 
( 2 m -h i) K -h ( 2 /iH- 1) « K'. 
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« 
Prûdmit» mjtmiê. 

e(»)s=A(i— sf eM«fr-4-f*)(i— af*ootap*i-f*)..M 
61(11) ss iL(i -H af eotap -♦- f*)(i H- ay* eotap -f- f*). • . • 



AidUion diurne demUrpértùde ou d*ume période. 
H(k-hK)» Hi(i»), H(tt-HfK')s Ae(iiK 

6(l» + K)rr et(ll)» e(tt-4-iK')» AH(l»), 

H|(i«4.K)«-.H(«), H|(«^«')= Xe,(ii), 

61(11 -H K)a e(tt), 61(1» -^ftK')- XHi(»X 

H(tt-HK+aL')rr Xet(i»), H(«-f.afK')=r-|iH(iiX 

e(i«^-K-f.»K')= XHt(i«), e(«4-a»K')==-.j»e(«), 

H,(tt-HK4-ïK') = — «Xe(»), H,(a-ha»K')= fiH,(ii), 

ei(M-+-K-+-iK')= AH(m), e,(a + 2iK')= |Jiei{a). 

Relations entre les tf et les ^. 



*^ ^ a'(a>-4-a>') ei(o) 

, , oTw'-f-w) , e(a) î^«« 
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FONCTIONS snw, en w, dnw. 



I H(m) 
sn w = 



en 



/T'Hi(w) jr H(K)_Ht(o) 



e(K) ei(o) 






Addition d'une demi-période ou d^ une période. 



sn(wH-K)= -T — > sn(w-f-fK')= -. > 

^ ' dnw A:sni£ 

_.^ Xr'snw , .-^,. . dnw 

en(M-+-K)= ;= ? en(wH-îK)= — i-. , 

^ ^ dnw ksnu 

dnCM-hK)= T — » dn(wH-îK')= — i > 

^ dna snw 

sn ( M -f- K -H iK' ) = 7 ? 

A: en M 

il^' 

en ( M -i- K -f- tK') = -, ? 

A: en a 

dn(M-4-K4-iK')=iA'55^, 
^ '^ enw 

sn(w -h 2K) = — snw, sn(w -1- îztK') = snw, 
en(w-4-2K)= — en M, en(M-4- atK') = — enw, 
dn(M-4-2K)= dnw, dn( w -1- aïK') = — dn w. 



Argument purement imaginaire. — Relation entre pu et sna. 



sn(m|K,iK)_ij^^^^p^r-K), 






an(iwlK, tK') = 



en(M|K', iK) *^ , sn»(wv/ei- es) 

dn(^|K^tK) 

en(M|K', îK)* 
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Formules d'addition. 



A:«-+-A:'«=i, 



cna = cdi£Cd(u — a)+ sni£sn(u — a)dna. 

sn*a -4- cn*tt = i, 
A:*sn*a -+- dn*a = i, 

, ^ snu cnpdnp + snp cnudni^ 

sn(a + p) = 

cn(a -h ç) = 



dn{u-¥- ç) = 



I — 


k^sn^usn^v 


CDi^ cnt' 


— sni^snp ânuânv 


1 — 


■k^sn^usn^v 


ânu ânv 


— k^ sn u snv en u cnv 



I — A:* sn*w sn^f 



Dérivées, 



dsnu 
du 



= ^cnadnM, 4/ ^ = 61(0). 
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Si Ton suppose K et K' liées par la condition 



v^ 






on a 



c?(snM) , 

- — -j = cni^dni^, 

au 

d(cnu) 



du 

d(dnu) 
du 



= — sni^dni^, 
= — k^ snu en w. 



Développements en séries entières. 



■ = j (*- j) 



u^ u^ 

snu = u — 2ka -î- 4^^ (**-+- 3) 
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dn w = I — A:2 — -i- X:2( 4 -f- A-2 ) "* 

1.2 

— A:î(i6-i-44^2^_X:*) 
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